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数学 物理 方法 是 物理 、 电 子 信息 工程 、 通 信和 材料 科学 等 专业 的 重要 公共 基础 课 和 工 
具 。 其 主要 特色 在 于 将 数学 和 物理 紧密 地 结合 , 将 精妙 的 数学 思想 和 方法 应 用 于 实际 的 物 
理 和 交叉 科学 的 实际 问题 的 研究 中 , 通过 物理 过 程 建 立 数学 模型 ( 偏 微分 方程 ), 通过 求解 
和 分 析 模 型 ， 对 实际 物理 过 程 进 一 步 深入 理解 ， 提 出 解决 实际 问题 的 途径 和 方法 。 

全 书 共 八 章 。 第 1 章 为 数学 物理 方程 的 定 解 问题 , 学 习 三 类 数理 方程 导出 的 基本 理论 
和 定 解 问题 的 确定 方法 。 第 2 章 为 行 波 法 , 学习 一 维 波动 方程 的 达 朗 贝尔 公式 、 三 维 波 动 
方程 的 泊 松 公式 、 冲 量 原理 的 相关 知识 以 及 数理 方程 求解 的 技巧 。 第 3 章 为 分 离 变 量 法 ， 
主要 讨论 斯 特 姆 - 刘 维 型 本 征 值 问题 的 求解 、 直 角 坐 标 系 和 正 交 曲线 坐标 系 下 的 双 齐 次 问 
题 的 分 离 变量 法 、 非 齐 次 泛 定 方程 的 本 征 函数 展开 法 和 非 齐 次 边界 条 件 定 解 问题 的 边界 条 
件 齐 次 化 原理 。 第 4 章 为 特殊 函数 ,为 配合 第 3 W. 本 章 重点 研究 特殊 函数 ( 勒 让 德 函 数 和 
贝 塞 尔 函 数 ) 的 性 质 与 应 用 , 进一步 学 习 正 交 曲 线 坐 标 系 下 的 分 离 变 量 法 。 第 5 章 为 积分 变 
换 法 , 学 习 伟 里 叶 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 在 数学 物理 方程 中 的 应 用 。 第 6 章 为 格林 函数 法 ， 
主要 讨论 格林 函数 的 基本 概念 和 电 像 法 等 求解 格林 函数 在 数学 物理 方程 中 的 应 用 。 第 7 章 
为 数学 物理 方程 的 其 他 解法 ,学习 数学 物理 方程 中 的 其 他 常用 解法 , 包括 延 拓 法 、 保 角 变 
换 法 、 积 分 方程 法 和 变 分 法 , 这些 方 法 都 是 求解 数学 物理 方程 的 一 些 常用 方法 。 第 8 章 为 
数学 物理 方程 的 可 视 化 计算 , 在 本 章 中 , 结合 物理 、 电 子 信息 工程 、 通 信和 材料 科学 类 专 
业 的 特点 , 针对 数学 物理 方程 和 特殊 函数 在 电磁 场 等 问题 中 的 应 用 提出 多 个 算 例 , 包括 平 
面 波 展开 为 球面 波 和 柱 面 波 的 登 加， 球体 电磁 散射 的 Mie 理论 解 等 实际 问题 ; 利用 计算 编 
程 , 求解 问题 并 给 出 解 的 可 视 化 图 形 , 这 些 可 视 化 的 结果 清楚 显示 了 实际 的 物理 特性 ; 给 
出 了 相关 计算 程序 。 

本 书 把 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 的 本 征 值 问题 的 求解 和 特殊 函数 的 内 容 教 学 穿插 在 分 离 变 
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913: 数学 物理 方程 的 定 解 问题 


数学 物理 方程 是 指 从 物理 学 和 实际 工程 问题 中 导出 的 描述 物理 规律 的 数学 表述 。 一 般 
特 指 偏 微分 方程 为 数学 物理 方程 (简称 数理 方程 ), 但 是 有 时 也 包括 与 此 相关 的 积分 方程 和 
常 微 分 方程 。 本 章 主 要 讨论 偏 微分 方程 的 基本 概念 ， 三 类 典型 数理 方程 的 建立 ， 定 解 条 件 
的 确定 和 定 解 问题 的 描述 等 。 


1.1 基本 概念 


1.1.1 偏 微分 方程 的 基本 概念 


含有 未 知 函数 及 其 导数 的 方程 称 为 微分 方程 。 自 然 科学 和 工程 技术 的 许多 规律 、 过 程 
和 状态 都 可 以 用 微分 方程 来 描述 。 当 这 个 方程 中 的 未 知 函 数 含有 两 个 以 上 自 变 量 时 ， 称 此 
方程 为 偏 微分 方程 ,并 记 为 


F[zo zo enr anD 


ðu ðu .. Əu .. 3"u )=° 
az 3x, Ox C Dap oap z 


其 中 ,zi ze rs z, 为 自 变量 ; u 为 未 知 函数 ; m meme m,e 

在 此 , 需 引 入 以 下 几 个 定义 。 

1. 方程 的 阶 数 

方程 的 阶 数 即 微分 方程 中 出 现 的 未 知 函 数 的 偏 导数 的 最 高 次 数 ， 如 式 (1. 1) 就 是 一 个 
m 阶 偏 微分 方程 。 

2. 线性 和 非 线性 方程 

如 果 一 个 偏 微分 方程 中 的 未 知 函 数 及 其 各 阶 导数 都 是 线性 的 ， 即 含有 未 知 函数 及 其 导 
数 的 表达 式 是 一 次 式 , 系数 只 依赖 于 自 变量 , 则 称 方程 为 线性 的 , 否则 称 为 非 线性 偏 微分 
方程 。 例 如 , 一 个 含有 变量 z. y 的 未 知 函 数 x 一 wx(z，y) 满 足 的 方程 


M B 
AG, y) E+ BC, y) 2+ Clr, y)u = f(z, y) (1.2) 
az ay 


就 是 一 个 二 阶 线性 偏 微分 方程 。 

3. 齐 次 和 非 齐 次 方程 

方程 中 不 含 未 知 函数 及 其 导数 的 项 称 为 自由 项 ， 当 自由 项 为 零 时 ， 称 方程 为 齐 次 方 
程 , 否则 称 为 非 齐 次 方程 。 式 (1.2) 中 的 fr, y) 就 是 自由 项 , 24 f, y)=0 时 ,方程 为 二 
阶 线性 齐 次 方程 ,否则 为 非 齐 次 方程 。 


— 2 数学 物理 方法 


112 三 类 常见 的 数学 物理 方程 


数学 物理 方程 是 从 物理 问题 中 导出 的 反映 物理 过 程 的 数学 表达 式 ， 它 所 包括 的 范围 十 
分 广泛 ， 本 书 主要 讨论 二 阶 线性 偏 微分 方程 。 按 照 我 们 常见 的 典型 物理 过 程 ， 可 以 把 数学 
物理 方程 分 为 三 类 : 波动 方程 、 输 运 方程 和 稳定 场 方程 。 它 们 分 别 描述 以 下 三 类 典型 的 物 
HAR: 
(1) 描述 波动 过 程 的 波动 方程 (机 械 波 和 电磁 波 ) : 
us = a Au + f a.3) 
Jüh,u=u(z, y, z; D, 代表 坐标 为 (zx, y,z) 的 点 在 + 时 刻 的 位 移 (未 知 函 数 ); a 是 波 传 


MORE =f v z 9， 是 与 振 源 有 关 的 函数 ， A 一 忌 : 一 也- 十 总: 十 2， 是 拉 普 拉 
ai ay ax 


Ni (Laplace) EAE ; 记 u, —9'u/2t , 
(2) 描述 输 运 过 程 的 输 运 方程 (热传导 和 扩散 ) : 
u = DAu + f (1.4) 
其 中 , a=uCaz, y, z; t), 表示 扩散 物质 的 浓度 (或 物体 的 温度 ); D 是 扩散 (或 热传导 ) 系 
数 ; f— fs y, z D, 是 与 扩散 源 有 关 的 函数 ; 记 zw 一 9u/at。 
(3) 描述 平衡 状态 的 稳定 场 方程 ( 势 场 分 布 、 平 衡 温 度 场 分 布 ) 
Au =—h (1.5) 
其 中 , u=u(z, y, z), 表示 稳定 现象 的 物理 量 , 如 静电 场 中 的 电势 等 ; h=h(r, y, z), K 
示 与 源 有 关 的 已 知 函 数 。 
从 方程 本 身 来 看 , 以 上 这 三 类 方程 的 特点 是 : 关于 未 知 函 数 的 偏 导数 最 高 阶 数 是 二 阶 
的 ， 同 时 ， 关 于 未 知 函 数 及 其 导数 的 表达 式 均 是 线性 表示 ， 所 以 都 是 二 阶 线性 偏 微分 方程 。 
还 可 以 看 出 , 这 三 类 方程 都 是 关于 空间 的 二 阶 偏 导 数 , 而 关于 时 间 , 它们 则 分 别 是 二 阶 、 
一 阶 偏 导数 以 及 与 时 间 无 关 。 因 此 , 这 三 类 方程 在 数学 上 又 是 三 类 不 同 的 方程 , 可 以 依次 
分 别称 为 双 曲 型 、 抛 物 型 和 椭圆 型 方程 。 


1.1.3 数学 物理 方程 的 一 般 性 问题 


数学 物理 方程 是 以 物理 学 和 工程 技术 中 的 具体 问题 作为 研究 对 象 的 , 利用 数学 物理 方 
程 研 究 物 理 问 题 一 般 需 要 以 下 三 个 步骤 。 

1. 确定 定 解 问题 

在 物理 学 中 , 经 常 需要 研究 某 个 物理 量 ( 如 位 移 、 电 势 分 布 等 ) 在 空间 某 个 区 域 中 的 分 
布 情况 和 其 随时 间 变化 的 规律 。 要 解决 这 个 问题 , 首先 必须 掌握 该 物理 量 在 空间 的 分 布 和 
随时 间 变化 的 规律 ， 即 掌握 有 关 的 物理 规律 ,把 这 些 规律 用 数学 语言 描述 出 来 ,就 得 到 了 
数学 物理 方程 。 值 得 注意 的 是 , 数学 物理 方程 描述 的 是 同一 类 物理 现象 的 共同 规律 , 反映 
的 是 物理 量变 化 的 最 本 质 的 关系 ,如 波动 方程 ( 式 (1. 3)) 反 映 了 所 有 的 波动 现象 ， 如 弦 的 
振动 、 声 音 的 传播 、 电磁 波 的 传播 所 满足 的 共同 规律 。 要 解决 具体 问题 必须 考虑 研究 区 域 
所 处 的 物理 状态 , 即 定 解 条 件 。 简 单 地 说 , 这 个 过 程 就 是 把 物理 问题 的 研究 对 应 翻译 成 数 
学 问题 , 利用 物理 规律 ,确定 能 够 恰当 反映 物理 规律 的 数学 方程 和 定 解 条 件 。 

我 们 把 这 种 由 一 类 物理 问题 所 共有 的 物理 特性 所 决定 的 方程 称 为 泛 定 方程 , 把 由 于 具 
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体 问 题 在 研究 区 域 所 满足 的 约束 边界 条 件 和 时 间 初 值 条 件 统称 为 定 解 条 件 。 为 了 得 到 符合 
具体 问题 的 解 ,必须 同时 提出 泛 定 方程 和 定 解 条 件 , 作为 一 个 整体 , 把 上 述 过 程 称 为 定 解 
问题 的 确定 。 

2. 定 解 问题 的 求解 

一 旦 定 解 问题 确定 , 需要 完成 的 就 是 对 定 解 问题 的 求解 。 这 些 数学 物理 方程 的 求解 
( 偏 微 分 方程 的 求解 ) 与 我 们 学 过 的 常 微分 方程 的 求解 有 很 大 的 不 同 , 主要 体现 在 对 偏 微分 
方程 还 没有 一 个 适用 于 偏 微分 方程 求解 的 统一 理论 。 也 就 是 说 , 对 于 不 同 的 定 解 问题 , 一 
般 需 要 采用 不 同 的 方法 一 类 一 类 地 进行 讨论 。 这 些 方法 大 致 可 以 归纳 为 以 下 几 种 : 

OD 行 波 法 ; 

(2) 分 离 变 量 法 ; 

(3) 积分 变换 法 ， 

(4) 格林 函数 法 ; 

(5) 保 角 变换 法 。 

以 上 这 些 解析 解法 我 们 将 在 后 面 各 章 中 一 一 并 述 。 此 外 ， 当 无 法 得 到 解析 解 时 , 我们 
还 可 以 利用 数值 方法 来 求解 。 

3. 解 的 适 定性 

用 数学 物理 方程 研究 实际 问题 时 ,仅仅 求解 出 方程 是 远 远 不 够 的 , 还 必须 讨论 解 的 适 
定性 , 即 存 在 性 、 唯 一 性 和 稳定 性 。 

(1) 存在 性 是 指 验证 所 求解 的 解 是 否 满足 方程 , 是 否 符合 实际 物理 问题 的 意义 

(2) 唯一 性 是 指 讨论 在 什么 样 的 定 解 条 件 下 , 对 于 不 同 函数 类 ， 方程 的 解 是 否 唯一 。 

G) 当 定 解 条 件 有 微小 变化 时 , 解 是 否 也 只 有 微小 变化 , 如果 是 这 样 , 则 说 明 解 具有 
稳定 性 。 在 从 事 工程 设计 或 者 物理 规律 的 研究 时 ,总 需要 实际 测量 , 而 测量 难免 会 有 误差 。 
如 果 定 解 条 件 的 微小 误差 会 导致 解 的 重大 改变 , 就 无 法 保证 在 数学 上 找 出 的 解 确实 是 实际 
所 需 解 的 近似 ,这样 的 解 就 失去 实用 价值 。 相反， 如 果 定 解 问题 的 解 具有 稳定 性 ,那么 只 
要 是 在 合理 的 误差 范围 内 所 得 到 的 解 就 可 以 看 做 是 实际 问题 解 的 良好 近似 。 

只 有 对 定 解 做 适 定性 分 析 ， 才 可 以 得 到 符合 实际 问题 的 物理 规律 的 解 , 这样 的 解 才 是 
具有 实际 意义 的 。 

数学 物理 方程 一 方面 紧密 联系 物理 学 中 的 许多 问题 , 另 一 方面 又 广泛 地 应 用 相关 的 数 
学 成 果 。 其 主要 特色 在 于 数学 和 物理 的 紧密 结合 ,将 数学 方法 应 用 于 实际 的 物理 和 交叉 科 
学 的 具体 问题 的 分 析 中 ,通过 物理 过 程 建立 数学 模型 ( 偏 微分 方程 ) ,通过 求解 和 分 析 模 
W, 对 具体 物理 过 程 进一步 深入 理解 ， 以 解决 实际 问题 的 需要 。 


1.2 数学 物理 方程 的 导出 


基于 数学 物理 方程 的 重要 作用 , 本 节 将 以 几 个 具体 的 物理 模型 为 例 来 描述 如 何 从 物理 
学 的 实际 问题 中 导出 数学 物理 方程 。 这 里 所 谓 的 “导出 ”， 就 是 用 数学 语言 把 物理 规律 表达 
出 来 , 希望 读 者 能 学 会 这 种 表达 的 技巧 。 它 主要 包括 : 表述 同一 类 物理 现象 的 共同 规 
律 一 一 泛 定 方程 的 建立 , 表述 具体 问题 特殊 性 的 边界 条 件 和 初始 条 件 一 一 定 解 问题 的 建 
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立 。 因此 , 导出 数学 物理 方程 的 一 般 步骤 是 : 

CD 确定 研究 对 象 , 即 所 研究 的 物理 量 u, 

(2) 利用 微 元 法 建立 方程 , 即 从 所 研究 的 物理 系统 中 分 离 出 一 个 小 部 分 , 对 应 数学 中 
的 “ 微 元 ”, 根据 物理 规律 ,分 析 这 个 微 元 邻近 部 分 和 它 的 相互 作用 规律 , 抓 住 最 本 质 的 关 
系 , 略 去 不 重要 的 因素 ， 把 这 种 相互 作用 规律 在 短 时 间 内 对 物理 量 u 的 影响 用 数学 表达 式 
表示 出 来 ,经 化 简 整理 就 可 以 得 到 相应 的 数学 物理 方程 。 

以 下 具体 讨论 三 类 典型 数学 物理 方程 的 建立 。 我 们 应 注意 从 这 些 例子 中 学 习 如 何 把 物 
理 问 题 转化 成 数学 问题 。 


1.2.1 波动 方程 的 导出 


1. 弦 的 横 振动 方程 
如 图 1. 1 所 示 , 设 有 一 根 细 长 柔软 的 弦 线 贿 紧 于 A. B 两 点 之 间 , 在 平衡 位 置 AB 附 
近 产 生 振幅 极为 微小 的 横 振动 , 求 该 弦 上 各 点 的 运动 规律 。 


图 1.1 弦 的 横 振动 示意 


一 根 拉 紧 的 弦 不 振动 时 是 一 条 直线 ， 它 处 于 平衡 位 置 , 如 图 1. 1(a) 所 示 。 我 们 将 弦 的 
平衡 位 置 选 在 z 轴 上 ， 并 以 x(z, 为 表示 弦 上 点 在 时 刻 : 沿 垂直 于 z 方向 的 位 移 。 首 先 我 
们 对 这 个 问题 的 物理 名 词 做 数学 的 表述 : 

COD 由 于 弦 是 “ 细 长 ”的 , 即 线 密度 p(x, 1) 二 p(t), 且 任 一 小 段 的 重量 可 以 忽略 不 计 。 

(OD 由 于 弦 “ 贿 紧 ” 于 AB 两 点 ， 这 说 明 弦 中 各 相 邻 部 分 之 间 有 拉力 即 “ 张 力 ” 作 用 ; 由 
于 弦 是 “柔软 "的 ， 这 就 意味 着 弦 没 有 弯 抗 力 ,在 放松 情况 下 ,把 它 弯 成 任意 形状 都 可 以 保 
持 不 变 ， 而 在 绷 紧 以 后 ， 相 邻 小 段 张力 总 是 弦 线 的 切线 方向 。 

(3) 由 于 弦 作 “微小 ”的 横向 振动 , 故 相 邻 点 沿 振动 方向 位 移 的 差别 很 小 , 即 

lu, | 一 KERDE) Gi as 0) (1.6) 


显然 , 一 根 均匀 和 柔软 且 具 有 弹性 的 细 弦 , EJ HA I NER REER 
向 的 张力 ; 由 于 这 个 张力 的 作用 , 一 个 小 段 的 振动 必定 带动 相 邻 小 段 的 振动 ， 这 种 振动 形 
式 的 传播 便 形成 了 波动 。 

有 了 以 上 对 问题 的 数学 描述 ,下 面 我 们 来 推导 方程 : 

Hk. 我 们 需要 确定 研究 对 象 , 即 从 任意 弦 中 划分 出 不 包括 端点 (4A,B) 的 一 小 段 Ar 
作为 研究 对 象 。 


u 
ar 
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注意 到 在 振动 过 程 中 这 一 小 段 Az ÆR TMM, M, , 但 是 
MM, = [7 EEG! rm dz = az an 
即 这 一 小 段 弦 的 长 度 在 振动 过 程 中 可 以 看 做 是 不 变 的 。 因 此 , 由 胡 克 (Hooke) 定 律 可 知 张 
力 和 线 密度 都 不 随 t 而 变 , 即 
TaD =T) H pO = p( 常 数 ) (1.8) 
从 这 一 小 段 与 邻近 部 分 的 相互 作用 的 物理 规律 出 发 ， 尝试 建立 表征 这 种 规律 的 数学 
方程 。 
分 析 M,M; 的 受 力 情况 , 如 图 1. 1(b) 所 示 。 
COD M, 点 受 有 张力 T, 它 在 工 轴 方向 的 分 力 为 一 T， cosa. y 轴 方 向 的 分 力 为 
一 Ti sina, 
(2) M, 受 有 张力 Ti， 它 在 工 轴 方 向 的 分 力 为 Ts cosas y 轴 方 向 的 分 力 为 T sina; ; 
(3) 设 MiM: 受 有 沿 y Bh Jr TER PR IF Gc Az, OO Az GER M.M, = Az), 其 中 
F(z, 表示 单位 长 度 所 受 的 外 力 , 0 1. 
由 牛顿 (Newton) 第 二 定律 , 得 
T; cosa; — T, cosa, 一 0 (1.9) 
T, sina, — T, sina; + F(z + m Àz, DAz = (gAx)u, Cr Az. D — (0.10) 
其 中 , pAr 为 小 段 弦 的 质量 ;wu Cr p zs t) A t AEB E z+ Az 处 的 加 速度 ， 


RE Ol, 
由 三 角 公式 
tana 
sina = — Le vu, a.D 
Victa (l+ 
可 得 


Sing, ~ u, Cz, t), sina, = u, Cr + Az, t) 
(1.12) 


cosa, = V — sin'a, ~ 1, cosa; = V — sina, ~ 1 
因此 , 由 式 (1.9) 可 得 
L-2n-T (1.13) 
进而 由 式 (1.10) 可 得 
(CoAz)uu(z 十 办 Ary t) = Flr + p Az, DAr+ TIu, (z+ Az, D — u Go, 0] 
Q.10 
Bp 
Tu. (z+ Ax, t)—u, (z, D, F(z + m Az t) 
utpa D = 2 E * 2 
对 式 (1.15) 两 边 取 Az—0 时 的 极限 ,得 
u, = a'u,, + f(z, D (1.16) 
其 中 , at= T/o, 表示 振动 在 纺 上 的 传播 速度 ; f(x, =F, t)/p, 称 力 密度 ,表示 上 时 刻 
作用 于 x 处 的 单位 质量 上 的 横向 外 力 。 
RO 16) 即 为 弦 的 横 振动 方程 。 若 /一 0, 即 弦 在 振动 过 程 中 不 受 外 力 时 ， 


(1.15) 
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WW = a (1.17) 
称 之 为 弦 的 自由 振动 方程 。 

可 以 看 到 , 藤 的 微小 横 振动 方程 是 一 维 的 波动 方程 , 式 (1. 16) 是 非 齐 次 波动 方程 , 式 
OG. 17) 是 齐 次 波动 方程 。 

2. 均匀 薄膜 的 微小 横 振 动 

把 柔软 的 均匀 薄膜 张 紧 , 静止 薄膜 所 在 的 平面 记 为 zy 平面 , 求 薄膜 在 垂直 于 zy 平面 
方向 上 做 微小 横 振动 时 所 满足 的 运动 规律 。 

这 个 问题 如 图 1. 2 所 示 , 不 妨 设 膜 上 各 点 的 横 位 移 为 a(x，y; Ds 首先 对 薄膜 的 运动 
做 数学 抽象 : 

COD 薄膜 是 “柔软 "的 ， 即 在 膜 的 横 截 面 内 不 存在 切 应 力 ( 指 与 薄膜 的 切 平面 相 垂直 的 
应 力 )。 这 样 ， 对 于 膜 上 任 一 点 ， 膜 的 表面 张力 T( 指 作用 在 单位 长 度 上 并 且 与 该 长 度 方向 
相 垂直 的 拉力 ) 必 须 在 过 这 一 点 的 切 平面 内 ， 如 图 1. 2(a) 所 示 。 

(2) 膜 是 “均匀 ”的 ， 即 面 密度 o(z, y; =pl). 

(3) 振动 是 “微小 "的 ， 也 就 是 说 张力 的 仰角 w<*0， 这 样 , 张力 工 的 横向 分 量 为 T sina 


T ana T 2, n 809536) T fe zy 平面 上 的 投影 的 单位 矢量 。 


(4) 与 弦 的 横 振 动 中 推导 式 (1.7) 一 (1.9) 类 似 ,， 可 以 证 明 张 力 与 面 密度 函数 p 均 与 
空间 位 置 坐标 无 关 , 为 常量 。 

因此 ， 依据 以 上 的 描述 , 做 如 下 具体 推导 : 

首先 , 如 图 1. 2b) B s 把 膜 分 成 许多 小 方块 ， 以 z; z 十 dz ZË], y: y 十 dy 之 间 的 
小 块 为 研究 对 象 。 这 一 小 块 在 z; + 十 dz 方向 的 两 边 , 受到 的 张力 的 横向 分 力 分 别 是 


E mr% a RPE, RIRE x 方向 所 受 的 横向 作用 力 是 : 
3u | ðu 网 
[752]. 7 792, ] = Tn mam 


A (8x) 


加 平面 的 名 
@ 四 


图 1.2 薄膜 微小 横 振动 示意 
同 理 , 在 y: ?十 dy 两 边 受到 的 横向 力 为 EE dz dy。 根 据 牛顿 第 二 定律 ， 这 小 块 膜 
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的 横向 运动 方程 为 
(p dz dy)u, = Tu,, dz dy+ Tu,, dz dy (1.19) 
即 
u, = a! Au a. 20) 
其 中 ,a 一 并 ,为 膜 上 振动 的 传播 速度 ， acu. tup + 在 此 表示 二 维 拉 普 拉 斯 
算 符 。 


RA. 20) 为 二 维 齐 次 波动 方程 。 如 果 膜 上 有 横向 外 力作 用 , 设 单位 面积 上 的 横向 外 力 

H FG, ys 1), 重复 上 述 步 骤 , 可 以 得 到 薄膜 的 受 迫 振动 方程 为 
u,—a' Au = f(x, yi D . 21) 
其 中 ,f(z，y; DSF, yi t) /os 为 作用 于 单位 质量 上 的 横向 外 力 。 

3. 传输 线 方程 (电报 方程 ) 

对 于 直流 电 或 者 低频 交流 电 , 线 与 线 之 间 的 电容 和 电感 可 以 忽略 不 计 , 根据 电路 的 基 
KERERE: 同一 支 路 的 电流 相等 。 但 是 , 对 于 较 高 频率 的 交流 电 ( 这 里 指 频 率 还 没有 高 
到 能 显著 向 外 辐射 电磁 波 的 情况 ), 电路 中 导线 的 自 感 和 电容 的 效应 不 可 忽略 , 因而 同一 
支 路 中 的 电流 未 必 相等 。 那么 我 们 又 该 如 何 确定 这 种 高 频传 输 线 中 电流 和 电压 所 满足 的 规 
律 呢 ? 

考虑 一 对 高 频传 输 线 , 如 图 1. 3 所 示 , 可 以 把 它 看 成 是 具有 分 布 参数 的 导体 。 


图 1. 3 高 频传 输 线 的 等 效 电路 示意 

对 所 求 问题 首先 做 以 下 数学 描述 

(1) 在 具有 分 布 参数 的 导体 中 , 电流 分 布 的 情况 可 以 用 电流 强度 i 与 电压 % 来 描述 ， 
此 处 i 与 v 是 x,t 的 函数 , 记 做 i(z, DS vGr. D. 

D 分 别 以 单位 传输 线 的 参数 表示 R. L. C. G 传输 线 的 介质 特性 。 其中, R 表示 每 一 
回路 单位 长 度 的 串联 电阻 , L 表示 每 一 回路 单位 长 度 的 串联 电感 ，C 表示 每 单位 长 度 的 分 
路 电容 ，G 表示 每 单位 长 度 的 分 路 电导 。 

(3) 解决 传输 线 上 电压 和 电流 分 布 的 基本 原理 是 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 电 流 电 压 定律 。 

第 一 定律 : 汇合 在 节点 的 电流 的 代数 和 为 零 (规定 流入 节点 的 为 正 , 流出 节点 的 为 
负 )。 即 
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Mn-0 a. 22) 
e 


第 二 定律 : 沿 任 一 闭合 回路 的 电势 增 量 的 代数 和 为 零 (规定 沿 回路 顺 时 针 方向 的 电动 
势 和 电流 都 为 正 , 反之 为 负 )。 即 
Yu, $ Y. a. 23) 
具体 求解 过 程 如 下 : 
首先 ,把 传输 线 分 成 许多 小 段 ， 取 区 间 (z，z 十 dz) 上 的 小 段 加 以 研究 。 
根据 基 尔 堆 夫 第 二 定律 ,由 式 (1. 23) 得 


v—(w+do) =R dz ci L dz 2 a. 24) 


其 中 ,du 名 dz。 故 上 式 可 写成 


RET 
Ea Ri L 3: (1. 28) 
即 
v, a= Ri — Li, a. 26) 
同时 , 利用 基 尔 替 夫 第 一 定律 ,由 式 (1. 22518 
i= G+di) +C de PG dzv a. 27) 
同样 可 以 写成 
ai ao _ 
x -c-o a. 28) 
Bp 
i, =— Cv, — Gv 1.29) 
由 式 (1. 26) RISE CL. 29) 可 以 得 到 i、v 应 满足 如 下 方程 组 
f 4 Co, - Gv = 0 (1. 302) 
v, - Ri Li, = 0 (1. 30b) 


将 a/ar 作用 于 式 (1. 30a)( 即 作用 于 式 (1. 290 , 同时 ,对 式 (1. 30b) 两 端 乘 以 C 后 ,再 
对 4 微分 (即将 CHERI st. 20), 并 把 两 个 结果 相 减 ， 即 得 


i, + Go, — LCi,, — RCi, = 0 (1.31) 
同时 消去 v, 把 式 (1. 26) 代 入 上 式 , 得 
i, = LCi,, + (RC + GL)i, + GRi (1. 32) 
这 就 是 电流 i 所 满足 的 偏 微分 方程 。 采用 类 似 的 方法 ,从 式 (1. 26) 与 式 (1. 29) 中 消去 
i, 可 得 电压 v 满 足 的 偏 微分 方程 为 
Va = LCu,, + (RC + GL)v, + GRv .33) 


RA. 32) RISK CL. 33) 称 为 传输 线 方程 (也 叫 电 报 方程 )。 如 果 导 线 电 阻 R 和 线 间 的 漏电 
导 G( 即 分 路 电导 ) 很 小 时 ,这 种 传输 线 称 为 理想 传输 线 。 对 于 理想 的 均匀 传输 线 ，G fü R 
均 可 忽略 , 即 G—R—0. MRA. 32) 和 式 (1. 33) 可 简化 为 
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加 一 ai = 0 (1.34) 
v,—a' v, = 0 a. 35) 
其 中 , am ie [re eoi). 
显然 , 上 述 理想 的 传输 线 方程 也 是 典型 的 一 维 波动 方程。 


4. 电磁 场 方程 
电磁 场 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 微分 形式 是 
V-D=p 
f xE =-B, 
(1.36) 
V-B=0 
lvxH=J+D, 


Joh, V= tA MESES ERRIA B 是 磁场 强度 ; D 是 电位 移 矢 


量 ; B 是 磁感应 强度 ; J 是 传导 电流 ; p 是 电荷 的 体 密度 ; 记 B, =3B/3t, D, =3D/3t, 这 组 
方程 还 必须 与 下 述 场 的 物质 方程 联 立 : 

D —«E 

p = uH (2.37) 


J = aE 
其 中 ,e EMURB p 是 磁 导 率 ; o 是 电导 率 。 若 介质 是 均匀 且 各 向 同性 的 , W e, p o HJ 
为 常数 。 
方程 组 (1. 36) 中 的 第 二 式 和 第 四 式 都 同时 包含 有 EE 和 五, 从 中 消去 一 个 变量 , 就 可 以 
得 到 关于 另 一 个 变量 的 微分 方程 。 首先 消去 EE， 用 VX 作用 于 方程 组 (1. 36) 的 第 四 式 , 并 
利用 方程 组 (1. 37) 的 第 一 式 和 第 三 式 , 得 


VX(VXHD=eRvVXEtov XE (1. 38) 
将 方程 组 (1. 36) 中 的 第 二 式 与 方程 组 (1. 37) 中 的 第 二 式 代 入 式 (1. 38), 得 
V X (Ç X H) —— gH — oH, 1.39) 


由 矢量 公式 得 : VX(V XH)=V(V * B)— VH, XIX V H=} v * B—0, 所 
以 互 所 满足 的 方程 为 


VH = H, + uH, (1. 40) 
同 理 , 车 消去 H, 即 得 E 所 满足 的 方程 为 

V'E = qE, + anE, (1.41) 

如 果 介 质 不 导电 ( 即 vc=0), 则 上 面 两 个 方程 可 简化 为 
H,—lv'iu- lan Q.42) 

E? E? 
E, —-lyvtp-lag (1.43) 

E" E 


式 (1. 42) 和 式 (1. 43) 称 为 电磁 场所 满足 的 三 维 波动 方程 。 在 直角 坐标 系 下 ,这 个 三 维 
波动 方程 以 标量 函数 的 形式 表示 ， 即 
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u, = a! V'u = à (uj, + uy +u.) Q.44) 
其 中 , a* 一 上 上 ; u REGIE HH) 在 直角 坐标 中 的 任意 一 个 分 量 ; :一 也 ;十 了 十 3， 在 此 
E" ax dy |a 


表示 三 维 拉 普 拉 斯 算 符 。 

通过 前 面 的 例子 可 以 看 到 , 对 于 不 同 物理 过 程 中 的 物理 规律 可 以 用 同一 个 数学 物理 方 
程 来 表示 。 也 就 是 说 , 同一 个 方程 可 以 用 来 描述 不 同 的 物理 现象 。 正 因 为 如 此 , 就 有 可 能 
用 一 种 物理 现象 去 模拟 另 一 种 物理 现象 。 


12.2 输 运 方程 的 导出 


1. 热传导 方程 

在 导热 介质 中 , 由 于 温度 不 均匀 , 致使 热量 从 温度 高 的 地 方向 温度 低 的 地 方 转移 的 现 
象 称 为 热传导 。 

在 热传导 问题 中 ,主要 研究 的 是 温度 在 空间 的 分 布 和 随时 间 的 变化 情况 ， 即 温度 的 分 
布 和 变化 规律 所 满足 的 微分 方程 。 以 下 讨论 一 维 的 热传导 问题 。 

设 有 一 根 横 截面 积 为 A 的 均匀 细 杆 , 沿 杆 长 方向 有 温度 差 , 其 侧面 绝热 , 求 杆 中 温度 
的 分 布 变 化 规律 。 

待 求解 的 问题 如 图 1. 4 所 示 , 不 妨 取 z 轴 与 村 重合 , 根据 问题 的 物理 叙述 , 利用 热 传 
导 的 相关 定律 ,可 以 做 以 下 的 数学 表述 。 


x xx 


Ela 细 杆 中 热传导 示意 
(1) 因为 热量 只 会 沿 着 杆 长 方向 传导 , 所 以 , 这 是 一 个 一 维 问题 。 以 w(x, 41) 表示 杆 上 
工 点 处 在 t 时 刻 的 温度 。 
(2) 由 傅 里 叶 (Fourier) 实 验 定律 ,热传导 的 强 弱 是 由 热流 强度 q 描述 的 , 它 是 单位 时 
间 内 垂直 通过 单位 面积 的 热量 。 定义 式 为 
q =— kn (1.45) 
其 中 ,为 热 导 率 ,一般 与 介质 材料 有 关 ， 当 温度 变化 范围 不 大 时 ,可 以 视 为 与 温度 无 关 ，; 


为 曲面 的 外 法 向 方向 ; 公式 中 负 号 表示 由 温度 高 处 流向 温度 低 处 。 

(3) 解决 热力 学 问题 的 基本 规律 是 能 量 守恒 定律 和 傅 里 叶 (Fourier) 实 验 定律 。 

以 下 是 问题 的 具体 求解 过 程 。 

首先 , 仿照 上 面 求 导 弦 振 动 方程 的 过 程 , 如 图 1.4 所 示 ， 从 杆 的 内 部 划 出 一 小 段 Az, 
考察 这 一 小 段 在 时 间 间 隔 Ac 内 热量 流动 的 情况 。 

Ë c 为 杆 的 比热容 (单位 物质 升 高 单位 温度 所 需 的 热量 ， 它 与 物质 的 材料 有 关 )，p 为 
杆 的 密度 , 则 在 At 时 间 内 引起 Az 的 温度 升 高 时 所 需 的 热量 为 

Q = c(pAATLulz, t+ AD — ulz, D] (1.46) 
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JR Ato 时 的 极限 , 得 
Q= pAu,ArAt 


(1.47) 


根据 健 里 叶 实验 定律 ,由 热流 强度 的 定义 ( 式 (1.45)) 可 以 得 到 : 


CD 在 At 时 间 内 沿 z 轴 正 向 流入 z 处 截面 的 热量 为 


QiCz) —— ku, (x, t)AAt (1.48) 


@ 在 At 时 间 内 由 十 Az 处 截面 流出 的 热量 为 


Q:(z 十 Ar) —— ku, Gr Az, t)AAt (1.49) 
另外 ,如 果 考 虑 杆 内 有 热源 ， 设 其 热源 密度 为 FCz, 2( 单 位 时 间 单 位 体积 所 释放 出 的 


热量 )， 则 在 At 内 , 杆 内 热源 在 Az 段 产 生 的 热量 为 


Q, = FG, DCAAz)At (1.50) 
至 此 , 根据 能 量 守 便 定律 , 流入 和 流出 Az 段 的 总 热量 与 Az 段 中 热源 产生 的 热量 恰好 


应 该 等 于 Az 段 温 度 升 高 时 所 吸收 的 热量 ， 即 


Q-Q,-Q.«*Q, 


代入 式 (1.47) 一 (1.50)， 可 得 


(1.51) 


PAu, ATAt =— ku, x, t)AAt + ku, Cx + Az, AA: + FAAZAC (1.52) 


即 


— lulz, z + Az) —u,(z, 0] 十 下 


qu, e 
^ A0, 两 边 取 极限 ,可 得 


即 


u, = Du, + f(x, t) 


其 中 
jek 


SE 
w f up 


(1.53) 


(1.54) 


(1.55) 


式 (1.55) 即 一 维 的 热传导 方程 , 用 类 似 的 方法 可 推出 三 维 的 热传导 方程 。 


下 面 我 们 来 推导 任意 一 个 三 维 物体 内 各 点 的 
温度 分 布 和 变化 所 满足 的 热传导 方程。 

针对 此 类 问题 , 我 们 所 讨论 的 对 象 当然 是 物体 
内 各 处 的 温度 wx。 因此 ， 把 物体 分 成 许多 小 区 域 ， 
只 考虑 任意 一 个 小 区 域内 的 温度 。 为 此 ,在 物体 中 
任 取 一 封闭 曲面 S, 如 图 1. 5 BER. 它 所 包围 的 区 
Be v. 

设 在 时 刻 KRV 内 M(z, y, z) 点 处 的 温度 
Hula, y» z; D, n 为 曲面 元 素 AS 的 法 向 单位 矢 
Roh V 内 指向 V 外 )。 

由 热传导 的 企 里 叶 定律 知 ,在 [t,t 十 A4] 时 间 
内 , AS 流入 区 域 V 的 热量 与 时 间 At、 面 积 AS 


图 1.5 三 维 物理 的 热传导 示意 
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以 及 热流 强度 4 均 成 正比 ， PARRER 
AQ = m 9,ASAt = kCVu * AS)At (1.56) 
其 微分 形式 为 
dQ = kV u + dS dt a. 57) 
HP, k BIOS VES OO 0 SICUL, 通常 是 空间 位 置 (z，>，z) 的 函数 ， 即 ECz，2，z)， 当 物体 


为 各 向 同性 的 均匀 介质 体 时 ,为 常数 。 
于 是 , E nont 这 段 时 间 里 , 通过 曲面 S 流入 区 域 V 内 的 全 部 热量 为 


= IE Vu» ds] dt (1.58) 
流 和 人 的 热量 使 体 元 内 温度 发 生 了 变化 , 在 At 时 间 内 , 区 域 V 内 各 点 温度 从 zx(z，y， 
z, D34659] u(z, y, z; t 十 AD， 则 在 At 时 间 内 V 内 稳定 升 高 所 需要 的 热量 为 
[ote ys xi tT AD —u(z, y» z; D]dV = [Ie Qura ye zi D a ay 


(1.59) 
从 而 由 时 刻 4 到 t,， 由 于 温度 升 高 体 元 吸收 的 热量 为 


Ó; = lp (lle z av] dt a. 60) 
HP, c 为 物体 的 比热容 ; p 为 物体 的 密度 。 对 均匀 物体 来 说 , 它们 都 是 常数 。 


另外 ,以 Fle, y, z; ) 表 示 热 源 强度 ,， 即 介质 中 热源 在 单位 时 间 、 单 位 体积 内 所 释放 
出 的 热量 , 则 体 元 V 内 热源 释放 的 热量 为 


q, = f: Lj» av] æ Q.61) 
这 样 ， 根据 能 量 守恒 定律 , 流入 的 热量 应 等 于 物体 温度 升 高 所 需 吸收 的 热量 ， 即 
Q, +Q, = Q, (1.62) 


将 式 (1.58)、(1.60)、(1. 61) 代 入 式 (1.62), 得 


fpe as Je; (je v]«-- iji n u av] ar (1.63) 


因为 时 间 间隔 [4， 刀 ] 是 任意 取 的 ， 并 且 被 积 函数 是 连续 可 积 的 ， 故 有 


[pve Š as+ Jr av = fez u ay 01.64) 
利用 高 斯 公式 可 将 此 式 左 端 对 曲面 S 的 积分 化 为 体积 分 ， 即 
kyu as = [lev < vw av = ffe vtu av a. 65) 
pres-] Į 
因此 , 有 
k V^u dV + [|F av = [feo 2** av (1.66) 
paf 85; 


由 于 区 域 V 是 任意 选取 的 , 且 被 积 函 数 是 连续 的 , 所 以 式 (1. 66) 左 右 恒 等 的 条 件 是 它 
们 的 被 积 函 数 恒 等 , 由 此 式 得 到 


qa = AV'uF (1.67) 
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整理 得 
u, = a^ Au + f (1. 68) 
EES ME Pe i T 
其 中 , a mu et A tay ast 在 此 为 三 维 拉 普 拉 斯 算 符 。 
式 (1.68) 称 为 三 维 热传导 方程 。 若 物体 内 没有 热源 ， 则 相应 的 三 维 齐 次 热传导 方程 为 
u, = a! Au (1.69) 
2. 扩散 方程 


和 热传导 过 程 类 似 ， 扩 散 过 程 在 实际 中 也 是 经 常见 到 的 。 当 我 们 在 房间 里 把 一 瓶 香水 
打开 , 就 会 有 香水 的 分 子 从 瓶子 中 扩散 出 来 , 开始 在 瓶 的 附近 会 嗅 到 香水 的 气味 , 过 一 会 
儿 整 个 房间 里 都 会 充满 香水 的 气味 ,这 种 现象 就 是 一 种 扩散 现象 。 一 般 来 说 , 由 于 物质 浓 
度 ( 单 位 体积 中 的 分 子 数 或 质量 ) 分 布 的 不 均匀 , 物质 从 浓度 高 的 地 方向 浓度 低 的 地 方 转移 
的 现象 就 叫做 扩散 。 

扩散 现象 并 不 限于 气体 , 在 液体 、 固 体 中 也 有 扩散 现象 ,例如 制作 半导体 器 件 就 可 以 
采用 扩散 法 。 

在 扩散 问题 中 , 需要 研究 的 是 浓度 函数 u 在 空间 中 的 分 布 和 随时 间 的 变化 关系 。 这 里 
从 一 维 扩散 问题 ( 指 的 是 只 沿 一 个 方向 进行 的 扩散 ) 出 发 , 来 研究 浓度 在 空间 中 的 分 布 和 随 
时 间 的 变化 规律 。 

如 图 1. 6 BUR, 不 妨 设 有 一 治 z 轴 方 向 的 扩散 , 我 们 求 其 扩散 过 程 中 浓度 函数 w(z, D 
所 满足 的 方程 ， 即 扩散 过 程 中 浓度 函数 随 空间 位 置 和 时 间 的 变化 关系 。 


dx y+dy, z+dz) 


图 1.6 一 维 扩散 过 程 示意 
根据 待 求 问 题 的 物理 叙述 , 首先 需要 利用 扩散 的 相关 规律 来 做 过 程 的 数学 描述 : 
(1) 扩散 运动 的 强 弱 可 用 “单位 时 间 里 通过 单位 横 截面 积 的 质量 或 粒子 数 ”来 表示 , 这 
叫 扩散 流 强度 , 记 作 q. 
事实 上 , 引起 物质 扩散 运动 的 原因 是 浓度 分 布 的 不 均匀 性 。 浓度 不 均匀 的 空间 分 布 程 
度 可 用 浓度 梯度 Vu 来 表示 。 实验 证 明 , 扩散 流 强度 q 与 浓度 梯度 Vu 间 存 在 一 定 的 关系 ， 
这 就 是 扩散 定律 ， 即 


q——DVu (1.70) 
其 中 , 负 号 表示 扩散 转移 方向 (浓度 减 小 的 方向 ) 跟 浓度 梯度 (浓度 增 大 的 方向 ) 相 反 ， 比例 
系数 D 叫做 扩散 系数 , 因 物质 而 异 , 即使 同一 物质 在 不 同 温度 下 , D 也 不 同 。 一般 说 , H 
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度 越 高 , 扩散 系数 越 大 。 
(2) 对 于 沿 方向 进行 的 一 维 扩散 , 式 (1. 70) 可 写 为 


=p?“ 
q=- D Ex (1.71) 


(3) 应 用 扩散 定律 和 物质 守恒 定律 (或 粒子 数 守 恒定 律 ) 来 研究 一 维 扩散 问题 中 的 浓度 
在 空间 中 的 分 布 和 在 时 间 中 x(z, +) 的 变化 规律 。 

以 下 是 问题 的 具体 求解 过 程 。 

和 前 面 各 问题 的 求解 一 样 , 首先 , 应 把 空间 加 以 细 分 , 确定 研究 对 象 。 取 工 与 x 十 dr 
之 间 , y 与 y 十 dy ZË], z 与 十 dz 之 间 的 小 长 方 体 为 对 象 ,， 如 图 1. 6 所 示 ， 这 个 小 体积 元 
里 面 的 浓度 变化 取决 于 扩散 流 强度 q 向 它 汇集 或 从 它 发 散 , 也 就 是 说 取决 于 穿 过 它 表面 的 
流量 。 

这 里 ,扩散 只 沿 工 方向 进行 , 扩散 流 并 不 穿 过 前 后 和 上 下 四 个 面 , 而 只 穿 过 左右 两 面 。 
Bit. 

CD 在 Ac 时 间 内 ， 从 左边 穿 过 面 元 dS, = dy dz 进入 体积 元 dV 二 dx dy dz 的 粒子 数 
(或 质量 ) 是 


N, = q |, dy dz At 1.72) 
(2) 在 Ac 时 间 内 ,由 右边 的 面 元 dS, 二 dy dz 流出 的 粒子 数 ( 或 质量 ) 是 
N: = q | -udy dz At (1.73) 
所 以 , 在 At 时间 内 净 流 入 dV = dz dy dz 的 粒子 数 (或 质量 ) 为 
N-N,—N, =— (q lra — q l.)dy dz At —— dz dy dz At Q.74) 


把 扩散 定律 ( 式 (1.71)) 代 和 人 上 式 , 并 令 At->0, 以 de 代替, 并 假设 扩散 系数 D 在 空间 
中 各 处 是 均匀 的 , 则 净 流入 体积 元 dV 的 粒子 数 为 
N = 2: Gu dr dy de d= p4 dz dy dz dt a. 78) 
(3) 假设 体积 元 dV. 内 没有 源 和 转化 过 程 , 也 就 是 说 , 这 种 物质 的 原子 或 分 子 既 不 从 其 
他 物质 转化 出 来 也 不 转化 为 其 他 物质 , 则 在 At 时 间 内 粒子 数 的 增加 量 为 
N, = [u(z, y, z; t+ AD —u(z, y, z; D]dz dy dz = A drdydzdt — (1.76 


则 由 粒子 数 守恒 定律 知 , 在 dt 内 净 流 入 dV 中 的 粒子 数 应 该 等 于 dV 内 粒子 增加 量 。 由 式 
(1.75) 和 式 (1.76) 可 得 


3u — az 
D SZ de dy dz dt = S dz dy dz dt (1.77) 
化 简 为 
ðu _ pu 
a PaA (1.78) 
即 
u, — Du„ = 0 a. 79) 


上 式 称 为 一 维 扩散 方程 。 令 a^ =D, 则 可 以 把 扩散 方程 改写 为 
u,—au, = 0 a. 80) 
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对 于 三 维 的 扩散 问题 , 不 仅 需 要 计算 穿 过 图 1. 6 小 体 元 左右 两 个 面 的 流量 , 还 要 计算 
穿 过 前 后 和 上 下 下 个 面 的 流量 , 其 结果 就 是 


de [az D + F (Du) 3:2] (1.81) 
同样 , 如 果 扩 散 系数 在 空间 各 处 是 均匀 的 , 则 式 (1. 81) 可 化 简 为 
u, —a (i, +u, Hun) —0 (1.82) 
Bp 
w — tau = 0 (1.83) 


另外 ,如 果 在 所 研究 的 区 域 存在 源 ， 当 扩散 源 的 强度 frs y, z 已 与 浓度 无 关 时 ， 则 
扩散 方程 为 


u,—a Au = f (1.84) 
如 果 源 的 强度 与 浓度 成 正比 , 则 扩散 方程 可 修改 为 
u, — a° Au bu = 0 (1.85) 


其 中 , b 是 待定 系数 ， 需 要 根据 具体 问题 的 分 析 确定 ， 如 在 放射 性 训 变 过 程 中 ， 6 下， r 
为 半衰期 。 
1.2.3 稳定 场 方程 的 导出 

所 谓 稳定 场 方程 , 是 指 我 们 研究 的 各 种 物理 现象 处 于 稳定 状态 ( 即 场 分 布 不 随时 间 而 
变化 ) 时 所 满足 的 偏 微分 方程 。 

1. 稳定 的 浓度 分 布 方程 


显然 ， 对 于 前 面 讨论 的 扩散 运动 ,如果 持续 下 去 ， 最 终 会 达到 稳定 状态 ， 浓 度 的 空间 
分 布 不 再 随时 间 变 化 , BD u,—0, 则 由 式 (1. 84) 得 稳定 的 浓度 分 布 方程 为 


a ^u —— f (1. 86) 
这 就 是 数学 中 的 泊 松 (Poisson) 方 程 。 如 果 没 有 源 ， 则 由 式 (1. 83) 可 得 稳定 场 方程 为 
aAu 一 0 (1.87) 


称 此 式 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 。 
2. 稳定 的 温度 分 布 方程 
同样 ,如果 依 据 热 传导 方程 来 考察 稳定 的 温度 场 特性 ， 即 在 热传导 方程 中 当 物体 的 温 
度 趋 于 某 种 稳定 状态 时 , 这 时 温度 u 已 与 时 间 : 无 关 , 我 们 就 称 此 状态 为 稳定 的 温度 场 分 
布 状 态 。 显然 这 时 有 u,=0. 同样 由 式 (1. 68) 可 得 稳定 的 温度 场 分 布 方程 为 


azAu —— f (1.88) 
这 也 是 泊 松 方程 ,如 果 没 有 源 ， 则 由 式 (1. 83) 可 得 稳定 的 温度 场 方程 为 
a'Au 一 0 (1.89) 


此 式 同样 也 是 拉 普 拉 斯 方程 。 

事实 上 ， 上 面 两 个 稳定 场 过 程 的 推导 都 是 从 输 运 方程 取 极限 情况 得 到 的 。 从 其 满足 的 
方程 可 以 看 到 , 稳定 场 方程 与 时 间 无 关 , 是 关于 空间 的 偏 微分 方程 。 

3. 静电 场 

在 充满 介 电 常 数 e 的 介质 区 域 中 , 有 体 密度 为 p(z，y，z) 的 电荷 分 布 ， 试 研究 这 个 区 
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域 中 的 静电 场 的 分 布 特性 。 
我 们 知道 , 由 于 静电 场 中 存在 电势 函数 VCz，?，z) 满 足 
E=—NVV (1.90) 
其 中 , E 为 电场 强度 。 R, 要 研究 区 域 的 静电 场 分 布 特性 ， 只 需要 研究 此 区 域 中 电位 函 
数 V 所 遵循 的 规律 即 可 。 
所 以 , 在 研究 的 区 域 中 , 任 作 一 封闭 曲面 S, 其 所 包围 的 空间 区 域 为 +, 则 由 介质 中 静 
电场 中 的 高 斯 定理 , 得 


$= .ds- B de (1.91) 
由 高 斯 公式 把 面积 分 化 为 体积 分 , 得 
$r-as-[v- Ed (1.92) 
由 于 + 是 任意 的 , 因此 
vy.E= T (1.93) 
将 式 (1. 90) 代 人 式 (1.93), 由 矢量 场 运算 得 
av =- 1, 1.94) 


这 就 是 介质 中 的 静电 场 满足 的 泊 松 方程 。 如 果 是 在 真空 中 ， 有 e 二 e。。 同 样 ， 如 果 我 们 

所 讨论 的 区 域 中 无 电荷 , 得 
AV=0 (1.95) 

仍然 是 拉 普 拉 斯 方程 。 

至 此 , 我 们 已 从 三 个 方面 推导 出 了 物理 上 的 三 类 典型 方程 , 由 以 上 的 推导 过 程 可 以 看 
出 ， 建 立 ( 导 出 ) 数 理 方程 一 般 要 经 历 以 下 三 个 步骤 : 

CO 对 所 研究 的 问题 做 数学 抽象 表述 ,从 所 研究 的 系统 中 划 出 一 小 部 分 ， 即 微 元 作为 
研究 对 象 , 分 析 相 邻 部 分 与 这 一 小 微 元 的 相互 作用 。 

(2) 根据 相关 领域 中 的 物理 学 的 规律 (如 前 面 所 用 的 牛顿 第 二 定律 、 能 量 守恒 定律 、 高 
斯 定律 等 ), 以 数学 表达 对 微 元 的 这 种 作用 关系 。 

(3) 化 简 、 整理 后 取 相 应 的 极限 过 程 ， 即 得 到 数学 物理 方程 。 

显然 , 以 上 三 类 常见 的 数学 物理 方程 并 非 能 包揽 物理 学 中 的 一 切 问题 。 例如 ， 量 子 力 
Æ H AREER Schrödinger) FF: 


: 
ind = iae tUe (1.96) 
其 中 , de 2) EYE yg (Planck) 963i h/2r，h 为 普 朗 克 常 数 ); y 为 粒子 质量 ; pr, O) 


为 波 函 数 ; U(7) 是 势 函 数 ; i 为 虚数 单位 , i 二 V 一 1。 
还 有 反映 孤 波 问 题 的 KdV 方程 
u, cuu, d uu, = 0 (1.97) 
其 中 , o 为 常数 ; ulr, DIAB. 
方程 (1.96) 和 (1. 97) 均 不 属于 上 述 的 三 类 方程 。 针对 不 同 的 物理 问题 , 需要 我 们 根据 
具体 问题 按照 上 面 所 述 的 建立 方程 的 方法 来 具体 分 析 。 
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1.3 定 解 条 件 与 定 解 问题 


从 1. 2 节 对 三 类 典型 数学 物理 方程 的 推导 可 以 看 到 , 方程 本 身 反映 了 所 研究 函数 ( 物 
理 量 ) 在 区 域内 部 相 邻 点 之 间 、 相 继 时 刻 之 间 联 系 的 规律 。 这 种 规律 通常 与 周围 环境 (边界 
上 ) 和 初始 时 刻 研究 对 象 所 处 的 状态 无 关 ， 即 从 物理 上 看 ,方程 本 身 描述 的 是 物理 系统 的 
一 般 性 规律 。 

一 个 具体 的 物理 系统 必须 与 外 界 有 相互 作用 , 这 个 相互 作用 就 反映 在 所 求 的 物理 量 
(或 者 它 关 于 位 置 量 的 导数 ) 在 边界 上 的 值 , 这 就 是 边界 条 件 。 同时 , 这 个 系统 随时 间 的 变 
化 还 与 它 的 “历史 "有关 ， 即 与 物理 量 ( 或 者 它 关于 时 间 的 导数 ) 在 初始 时 刻 的 值 ， 就 是 初始 
条 件 。 显然 , 对 于 给 定 的 数学 物理 方程 即 所 谓 的 泛 定 方程 ,只 有 附加 了 这 些 初始 条 件 和 
边界 条 件 ( 统 称 为 定 解 条 件 ) 以 后 ， 我 们 才 可 能 确定 给 定 物理 问题 的 唯一 解 。 下 面 分 别 就 初 
始 条 件 和 边界 条 件 展开 分 析 。 


1.3.1 初始 条 件 


从 数学 角度 看 ， 对 于 一 个 含有 时 间 变 量 : 的 微分 方程 而 言 ， 其 未 知 函数 将 随时 间 4 的 
不 同 而 不 同 。 所 以 必须 考虑 到 研究 对 象 的 特定 “历史 ”， 需 要 追溯 到 早先 某 个 所 谓 “ 初 始 ?时 
刻 的 状态 ,我 们 把 这 个 物理 过 程 的 初始 状态 的 数学 表达 式 称 为 初始 条 件 。 显 然 ,关于 含有 
时 间 变量 上 的 不 同 阶 数 的 偏 微分 方程 , 定 解 时 需要 的 初始 条 件 也 不 同 , 需要 分 别 讨论 。 

1. 波动 方程 的 初始 条 件 

由 上 一 节 波 动 方程 的 推导 可 以 看 到 , 22. CERO D a CUR SDD], 膜 的 振动 传输 线 和 电 
磁 波 的 波动 问题 , 它们 都 对 应 同一 类 波动 方程 形式 , 即 

u,—a Au = f(z, y; D (1.98) 

显然 , 这 是 一 个 关于 时 间 + 的 二 阶 偏 导数 ， 要 定 解 就 必须 给 出 两 个 初始 条 件 ， 即 所 讨 
论 的 物理 量 (位 移 、 电 压 、 声 压 、 电 场 强度 等 ) 的 两 个 初始 状态 。 以 弦 振 动 为 例 , 应 给 出 的 条 
件 是 弦 振动 的 初始 位 移 和 初始 速度 ， 即 

(1) 给 出 弦 上 各 点 在 开始 振动 时 刻 (1 二 0) 的 初始 位 移 为 


u(z, y» z; D |o = px, y» z) (1.99) 
(2) 1835 4r AEST eri BE 3 
uz» y» zi t) luas = 0(z, ys z) (1.100) 


HP, glr, ys DA Wz，》，z) 是 已 知 函 数 。 
例 1.1 一 根 长 为 1 的 两 端 固定 的 弦 , 用 手 把 它 的 中 点 横向 拨 开 距离 h, 如 图 1.7 所 
R, 然后 放 开 任 其 振动 , 试 确定 其 初始 条 件 。 
解 : 由 图 可 见 ， 弦 上 各 点 的 初始 位 移 由 两 段 直线 组 成 , 这 两 段 直线 在 z=1/2 处 相连 ， 
故 可 分 段 给 出 。 由 题 设 u 表示 弦 的 横向 位 移 , 已 知 直线 的 点 斜 式 方程 为 
u = ar +b a. 101) 
对 弦 的 左 半 段 ， 即 O< z<4/2, 分 别 过 点 (0, 0) 和 点 (1/2, h), 可 得 


u |o = F (1.102) 
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x=I2 


图 1.7 PS E GE 0932690883 
AP320944, BD 1/2 zl, 分 别 过 点 (4/2,h) 和 点 (1，0), 可 得 


ves = Ža- D (1.103) 


此 外 ,由 于 弦 是 被 拉 开 后 ， 由 静止 开始 振动 的 。 所 以 ,初始 速度 为 零 ， 即 


ur, t) |,-。 一 0 (1.104) 
至 此 , 我 们 得 到 该 定 解 问题 的 初始 条 件 为 
Be, o<i<Ż 
ulz, t) |..-— 和 uz, DI = 0 (1.105) 
a-o, <r<i 


2 
注意 ; 初始 条 件 应 该 给 出 整个 系统 的 初始 状态 , 而 不 仅 是 系统 中 个 别 地 点 的 初始 状 
态 , 如 上 例 中 各 点 在 :一 0 时 刻 的 位 移 和 速度 。 如 果 只 根据 z=1/2 处 的 位 移 为 h, 就 写成 
ur, O|, =h, RH T, 
91.2 如 图 1.8 所 示 , 设 高 频传 输 线 ( 双 线 ) 已 被 充电 到 恒定 电压 E, REE x—0 处 
短路 , 在 z=! 处 接 入 一 电阻 RR， 求 其 传输 线 方程 的 初始 条 件 。 


EX x=1 


图 1.8 传输 线 问题 示意 š 

解 : 由 上 节 知 道 , 传输 线 的 电压 或 电流 满足 波动 方程 , 故 需 提出 两 个 初始 条 件 。 设 传 

输 线 上 电压 为 u(x, 1), 由 题 设 知 初始 时 刻 ( 突 然 断 电 时) 传输 线 以 充电 到 电压 E, 这 时 ， f 
输 线 上 各 点 的 电压 恒定 为 EE, 所 以 初始 电压 写 为 

ulz, t) | =E (1. 106) 

又 因为 初始 时 刻 传输 线 已 充电 到 恒定 电压 E( 处 于 稳定 状态 ), 所 以 在 :一 0 时 刻 , 电压 

随时 间 变 化 率 为 0， 即 
w(x, D |o = 0 (1.107) 
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2. 输 运 方程 的 初始 条 件 
输 运 问题 (热传导 、 扩 散 等 ) 的 初始 条 件 指 的 是 所 研究 的 物理 量 (温度 、 浓 度 等 ) 的 初 
始 状 态 , 如 初始 浓度 分 布 或 初始 温度 分 布 等 。 由 于 输 运 过 程 的 基本 形式 为 
u, = a^ Au f (1.108) 
方程 中 只 含 时 间 变量 : 的 一 阶 偏 导数 ， 故 只 需 一 个 初始 条 件 。 只 需 根据 定 解 问题 的 描述 给 
出 初始 温度 或 浓度 的 分 布 
ulz, y» zi D lo = g(z, y, z) (1.109) 
即 可 。 其 中 , g(x，y，z) 为 已 知 函数 。 
例 1.3 长 为 ! 的 细 杆 导热 问题 。 设 其 初始 温度 均匀 ， 记 为 ww， 试 写 出 该 过 程 的 初始 
条 件 。 
解 : 根据 题 意 , 由 于 各 点 的 初始 温度 为 x， 故 初始 条 件 可 写 为 
ulz, t) leo =u (0<r<D .110) 
例 1.4 把 纯净 的 硅 片 放 人 含有 大 量 杂质 原子 的 气体 中 , 杂质 原子 通过 硅 表面 向 内 部 
扩散 。 开 始 时 硅 是 纯净 的 ， 其 所 含 杂质 的 浓度 为 零 , 设 硅 中 所 含 杂质 的 浓度 为 wk(z，>，0)， 
试 写 出 这 个 表面 浓度 扩散 问题 的 初始 条 件 。 
解 : 显然 , 由 于 初始 浓度 为 零 , 所 以 初始 条 件 可 以 写 为 
ulz, ys D li, =0 (zx, y 在 硅 表 面 ) . 110 
3. 稳定 场 问题 
对 于 稳定 场 方程 (静电 场 、 稳 定 的 浓度 分 布 、 稳 定 的 温度 分 布 等 )， 因 为 方程 Au=0 或 
Auv 一 中， 函数 x(z，?，z) 不 含 关于 时 间 :的 自 变量 ,自然 没有 初始 条 件 。 
总 之 , 如 果 泛 定 方程 是 关于 时 间 变量 + 的 n(n 二 1, 2,…) 阶 方程 , 就 必须 给 出 n 个 初 
始 条 件 ， 只 有 这 样 才 可 能 给 出 具体 问题 的 定 解 。 


1.3.2 边界 条 件 


1. 边界 条 件 的 分 类 
由 于 泛 定 方程 中 的 未 知 函 数 均 是 空间 位 置 的 函数 ， 因 此, 在 讨论 具体 的 物理 问题 时 ， 
还 必须 考虑 研究 对 象 所 处 的 特定 环境 和 边界 的 物理 状况 。 这 是 因为 所 研究 的 物理 量 在 某 一 
位 置 与 其 相 邻 位 置 的 取 值 之 间 的 关系 , 将 会 延伸 到 被 研究 的 区 域 的 边界 , 与 边界 状况 发 生 
联系 。 我 们 称 这 个 物理 过 程 的 边界 状况 的 数学 表达 式 为 边界 条 件 。 与 初始 条 件 的 给 法 有 所 
不 同 ， 虽 然 三 类 典型 的 数理 方程 都 是 关于 空间 坐标 的 二 阶 偏 导数 , 但 是 在 区 域 的 整个 边界 
+, 每 块 边界 面 上 必须 上 且 只 需 给 出 一 个 边界 条 件 。 边界 条 件 主 要 有 以 下 三 类 ， 
(1) 第 一 类 边界 条 件 : 又 称 狄 利克 莱 (Dirichlet) 条 件 , 它 直接 给 出 了 未 知 函数 在 边界 
上 的 值 , BU 
ulg = fM, D (1.112) 
其 中 , M 代表 边界 上 的 已 知 点 ; (M, 4) 是 已 知 函 数 (下 同 )。 
(2) 第 二 类 边界 条 件 : 又 称 为 诺 依 曼 (Neumann) 条 件 ,， 它 给 出 了 未 知 函 数 在 边界 上 的 
法 向 导数 的 值 ， 即 
u, la = fM, D 0.113) 


— 20 — 数学 物理 方法 


(3) 第 三 类 边界 条 件 : 又 称 混和 边界 条 件 , 它 给 出 了 未 知 函 数 和 它 的 法 线 方向 上 的 导 
数 的 线性 组 合 在 边界 上 的 值 , 即 
Cu+hu,) |a = fM, D (1.114) 
2. 波动 问题 的 边界 条 件 
例 1.5 长 为 :两 端 固定 的 弦 的 横 振 动 问题 (0 入 zx 委 D)。 其 边界 条 件 为 
ulz, 0], .,—0 
pe DENM =0 
BRA 114) 这 种 右 端 不 为 零 的 第 一 类 边界 条 件 称 为 第 一 类 非 齐 次 边界 条 件 , 而 像 式 
《1.115) 这 种 右 端 为 零 的 第 一 类 边界 条 件 称 为 第 一 类 齐 次 边界 条 件 。 
例 1.6 长 为 1 的 细 杆 的 纵 振动 问题 (Oz<1)。 # z=1 端 受 有 外 力 , 单位 面积 所 受 的 
Ji FO), 另 一 端 固 定 在 墙 上 ， 如 图 1.9 所 示 , 试 写 出 在 r=. 端的 边界 条 件 。 


(1.115) 


图 1.9 杆 的 纵 振动 示意 
在 x=! 端 向 左 取 一 小 微 元 段 Az 为 对 象 , 由 胡 克 (Hooke) 定 律 , 在 z—1— Ax 处 ,受到 
的 内 部 应 力 为 


PQ-— Az, t) = EA 9“ = EAu, Q.116) 
ox 


其 中 , E 为 杨 氏 模 量 ; A 为 杆 的 横 截 面积 。 
所 以 , 由 牛顿 第 二 定律 得 


FA — P = pA Azu, Q.117) 
其 中 , o 为 杆 的 体 密度 ; xx 为 小 段 Az 的 加 速度 。 取 Az->0, 就 得 到 
FA=P (1.118) 


即 
1 
ul. = g FO (1.119) 


# z=1 端 是 自由 的 ， 即 不 受 外 力 (外 力 F=0), WJ 
u, |.- =0 (1.120) 
显然 , RA 119) 为 第 二 类 非 齐 次 边界 条 件 , RA. 120) 为 第 二 类 齐 次 边界 条 件 。 
例 1.7 如 图 1.9 所 示 , E z— RRIA FG) — Kull, t) (K 为 弹簧 的 弹性 系 
数 ) 的 作用 时 , 试 写 出 z=1 端的 边界 条 件 。 
ER, 只 需 把 F(z) 二 一 Ku(l, 0 代入 式 (1.119) 即 可 得 到 边界 条 件 


(1.121) 


u. dl... —— pu lue 
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Bp 
=0 (1. 122) 


Pe 


(enge) 

这 是 一 个 第 三 类 齐 次 边界 条 件 。 
例 1.8 传输 线 的 边界 条 件 . 由 电学 知 , 如 果 线 路 端 是 断 开 的 ,在 这 端 有 电流 ;一 0; 如 
果 线 路 端 是 闭合 的 , 在 这 端 应 有 电压 x 一 0; 当 线路 端 受 有 外 电动 势 E 的 作用 时 ,在 这 端 应 
有 =E, 一 般 说 来 ,如 果 线 路 端 有 外 电动 势 E. 电阻 R 与 电感 工 存在 , 则 在 这 端 闭合 时 应 


# u=E+Ri+L 8, 因此 ,如 果 设 有 一 线路 的 一 端 z+ 二 0( 发 电厂 ) 处 有 电动 势 已 的 作用 ， 


另 一 端 z= 必用 户 ) 处 电路 断 开 , 则 这 个 传输 线 满足 的 边界 条 件 为 
f lz=0 = E 


i hamr = 0 


(1.123) 


3. 输 运 问题 的 边界 条 件 
例 1.9 一 维 杆 的 热传导 问题 (0<z<7)。 若 杆 的 z=/ 处 的 一 端 温 度 为 Tae*', 则 这 点 
处 温度 随时 间 变 化 的 规律 也 就 是 边界 条 件 
u(z, t) |, = T,e* (1.124) 
$61.10. —HEFFRO SERAIS OS). 着 已 知 杆 的 一 端 z==/ 处 流入 的 热流 强度 为 
Pa), MJ 


—4 l4 = 90 a. 125) 
由 热流 强度 的 定义 ( 式 (1. 45001 
q S; (1. 126) 
可 得 在 z=1 处 的 边界 条 件 为 
w la = +e Q.127) 


例 1.11 同样 是 一 维 杆 的 导热 问题 (0<z<W)。 若 杆 在 z=1 端 自由 冷却 , 即 在 这 个 端 
点 与 周围 媒质 按 牛 顿 冷却 定律 ( 即 物体 冷却 时 放出 的 热量 一 Vu 与 物体 外 界 的 温度 差 
xz 一 ze 成 正比 ,其 中 uo 为 周围 媒质 的 温度 ) 交 换 热 量 , 试 写 出 这 个 端点 的 边界 条 件 。 
根据 牛顿 冷却 定律 ,对 于 一 维 问题 , tE z=1 端 有 


a 
-E = H(u |,-, — us) (1.128) 


== 


Hp, HIEM. 
因此 , 这 个 端点 的 边界 条 件 为 
Qu hu) |,-, = uç (1. 129) 
其 中 , R—R/ Hs k ERFREG: H 是 热 交换 系数 。 这 是 一 个 第 三 类 非 齐 次 边界 条 件 。 
例 1.12 设 有 一 厚 壁 圆 简 (a<r<6b), 其 初始 温度 为 w。。 并 设 它 的 内 表面 的 温度 增加 
与 时 间 t 成 正比 关系 , 外 表面 按 牛顿 冷却 进行 热 交 换 , 试 写 出 其 边界 条 件 。 
在 内 表面 "二 a E, 温度 的 增加 和 时 间 t 成 线性 关系 , 则 内 表面 的 边界 条 件 为 
ulr, D], = ctus (1.130) 
其 中 ,< 为 常数 。 
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在 外 表面 "一 ” 上 ， 按 牛 顿 冷却 定律 进行 热 交 换 , 不 妨 设 初始 温度 u, 为 周围 介质 温度 ， 
则 由 例 1. 11 的 结论 可 得 外 表面 的 边界 条 件 为 
Cu c hu,) |,-, = uç (1.131) 
4. 稳定 场 问题 的 边界 条 件 
对 于 稳定 场 问题 , 由 于 泛 定 方程 与 时 间 变量 无 关 ,因此 边界 条 件 也 就 是 定 解 问题 的 定 
解 条 件 。 
如 果 直 接 给 出 了 未 知 函 数 x(z，>，z) 在 物体 边界 面 愉 上 的 变化 规律 PC(M)， 即 
ulz, y, z) |r 一 PCM) (1.132) 
其 中 ，M 为 边界 上 的 已 知 点 ; p(M) 为 已 知 函 数 。 则 称 此 为 第 一 类 边界 条 件 或 狄 利克 莱 条 
件 。 对 应 于 这 一 类 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 狄 利克 莱 问 题 。 
如 果 给 出 未 知 函数 x(z，>，z) 沿 物体 边界 面 外 法 线 方向 的 变化 率 ( 梯 度 )， 即 


uay D| = ety a. 133) 
Ir 


称 此 为 第 二 类 边界 条 件 或 诺 依 曼 边 界 条 件 , NFRA A IL BARI SEK S DLL 
同 理 , 如 果 给 出 物体 边界 面 上 未 知 函 数 的 数值 与 边界 面 上 外 法 向 导数 的 数值 之 间 的 某 
种 线性 组 合 的 值 ， 即 
(1+3) | = eon 4.134) 


其 中 , h 为 常数 。 称 此 为 第 三 类 边界 条 件 。 

TA, 给 出 的 边界 条 件 并 不 是 唯一 的 , 而 且 也 不 只 局 限于 以 上 三 类 。 对 边界 条 件 的 要 
求 , 是 要 求 提出 的 边界 条 件 能 够 确切 地 说 明 物 体 边界 所 处 的 物理 状态 。 在 实际 中 , 往往 还 
需要 其 他 边界 条 件 。 

5. 其 他 边界 条 件 

1) 衔接 条 件 

在 研究 具有 不 同 媒质 的 问题 中 , 方程 在 介质 的 突变 区 域 ( 即 分 层 处 由 于 介质 的 不 连续 
性 ) 会 失去 意义 , 因此, 除了 边界 条 件 外 , 还 需要 增加 在 不 同 媒质 界面 处 的 关联 性 的 数学 表 
达 , 我 们 称 此 为 衔接 条 件 。 

例如 ,用 两 根 不 同 质料 的 杆 接 成 的 一 根 杆 的 纵 振动 问题 , 在 连接 处 位 移 相 等 , 应 力也 
相等 , 故 在 连接 点 r= =, 处 应 满足 下 列 衔接 条 件 : 


ud. = ti laes 
2u, 2u, (1.135) 
b -Q0 PE 
RP, uma Gs D, us mis Gs 9， 分 别 代表 杆 的 两 连接 部 分 的 位 移 ， EE, 和 EE, 分 别 为 两 
部 分 的 杨 氏 模 量 。 

又 如 在 静电 场 问题 里 ， 两 种 电介质 的 交界 面 * 上 , 电势 应 当 相 等 (连续 ), 电位 移 矢量 
的 法 向 分 量 也 应 当 相 等 (连续 ), 因而 有 衔接 条 件 : 


um |, = u |, 
2u, au | a. 136) 


MED 
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HP, u 和 u, 分 别 代表 两 种 电介质 的 电势 ; e, 和 e, 则 分 别 为 两 种 电介质 的 介 电 常数 ， 电 
位 移 矢 量 D=eE 二 一 eVu。 

2) 自然 边界 条 件 

在 一 些 实际 情况 下 , 考虑 到 物理 上 的 合理 性 , 要 求解 必须 为 单 值 和 有 限 等 。 这 些 条 件 
通常 都 不 是 由 要 研究 的 问题 直接 明确 给 出 的 , 而 是 根据 解 的 特定 性 加 上 的 定 解 条 件 , 因此 


称 为 自然 边界 条 件 。 
例如 ,对 于 欧 拉 (Euler) 方 程 : 
zy +2ry’—ll+lD)y=0 (1.137) 
其 通 解 是 : 
y = Ar'+Br (1.138) 


在 区 间 [0, a] 中 , 由 于 受 物理 上 的 要 求解 有 限 的 条 件 限 制 (如 y 表示 杆 上 的 温度 ), 故 
存在 自然 边界 条 件 : 
Yle > AR Q. 139) 
从 而 在 [0, a] 中 ,其 解 应 表示 为 
y= Ax! (1.140) 


1.3.3 三 类 定 解 问题 

至 此 , 我 们 知道 , 定 解 问题 是 由 泛 定 方程 和 定 解 条 件 组 成 的 , 而 定 解 条 件 主要 由 初始 
条 件 和 边界 条 件 组 成 。 定 解 问 题 依 据 定 解 条 件 的 不 同 (包括 初始 条 件 和 边界 条 件 ), 一 般 可 
以 分 为 三 类 。 

1. 初 值 问 题 

车 定 解 条 件 仅 为 初始 条 件 , 所 研究 问题 在 无 界 域 空间 (或 者 如 果 考 虑 的 物体 体积 很 大 ， 
而 所 需 知道 的 只 是 在 较 短 时 间 和 较 小 范围 内 的 温度 变化 情况 或 者 弦 振 动 的 位 移 情况 )， 则 
相应 的 定 解 问题 为 初 值 问题 (或 称 柯 西 问题 ) 。 

2. 边 值 问题 

车 定 解 条 件 仅 为 边界 条 件 , 则 称 相应 的 定 解 问题 为 边 值 问题 。 如 满足 第 一 边界 条 件 称 
为 第 一 边 值 问 题 , 依次 类 推 。 

3. 混合 问题 

车 定 解 条 件 既 有 边界 条 件 又 有 初始 条 件 , 则 称 相应 的 定 解 问题 为 混合 问题 。 

在 实际 中 也 常常 遇 到 这 样 的 混合 问题 , 即 在 边界 的 一 部 分 给 出 这 种 边界 条 件 , 而 在 边 
界 的 另 一 部 分 给 出 另 一 种 边界 条 件 。 


14 本 章 小 结 


1. 三 类 典型 的 数学 物理 方程 
波动 方程 : un =a Aut fs 
输 运 方程 : u, 一 DAu 十 f; 
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稳定 场 方程 : Au=—h. 

波动 方程 为 双 曲 型 方程 , 输 运 方程 为 抛物 型 方程 , 稳定 场 方程 为 椭圆 型 方程 。 

2. 定 解 条 件 

D 初始 条 件 

波动 方程 是 一 个 关于 时 间 上 的 二 阶 偏 导数 ， 要 定 解 就 必须 给 出 两 个 初始 条 件 ， 即 初始 
位 移 和 初始 速度 ; 

输 运 方程 是 只 含 时 间 变 量 t 的 一 阶 偏 导数 ， 故 只 需 一 个 初始 条 件 ; 

稳定 场 问题 与 时 间 无 关 , 没有 初始 条 件 。 

2) 边界 条 件 

第 一 类 边界 条 件 ( 狄 利克 菜 条 件 ): uly = fOM Os 

第 二 类 边界 条 件 ( 诺 依 曼 条 件 ): ulla = f(M, t); 

第 三 类 边界 条 件 (混合 边界 条 件 ) : (wu 十 hu,)|y = 二/(M, t); 

其 他 边界 条 件 : 衔接 条 件 、 自 然 边界 条 件 等 。 

3. 定 解 问题 

初 值 问题 , 泛 定 方程 十 初始 条 件 ; 

边 值 问题 : 泛 定 方程 十 边界 条 件 ; 

混合 问题 : 泛 定 方程 十 初始 条 件 十 边界 条 件 。 

4 数学 物理 方法 的 步骤 

提出 定 解 问题 : 泛 定 方程 十 定 解 条 件 一 求解 : 分 离 变 量 法 等 一 分 析 解 答 。 


J 题 1 


1.1 有 一 个 均匀 杆 ， 只 要 杆 中 任意 一 段 有 纵向 位 移 或 速度 ， 必 导致 相 邻 段 的 压缩 或 
伸 长 , 这 种 伸缩 继续 , 就 会 有 纵波 沿 着 杆 传播 。 试 推导 杆 的 纵 振动 方程 。 
GER: 应 用 胡 克 定律 。) 


BR: wu mau, +S. h, o Es fE, E AARRE p HENEB FX 


单位 长 度 的 杆 沿 杆 长 方向 所 受 的 外 力 。 

1.2 在 弦 的 横 振 动 问题 中 , 若 弦 受到 一 与 速度 成 正比 的 阻尼 ， 试 导出 弦 的 阻力 振动 
方程 为 

u, + a, = aun 
其 中 , c 是 常数 。 又 考虑 到 回复 力 与 弦 的 位 移 成 正比 时 的 情形 , 证 明 这 时 得 到 的 数理 方程 为 
u, + cu, bu = aun 

其 中 , b 是 常数 , 此 方程 称 为 电报 方程 。 

1.3 导出 圆锥 形 匀 质 细 杆 的 纵 振动 方程 。 

ER: 以 圆锥 的 轴线 为 M, 以 圆锥 顶点 为 原点 , = 轴 的 正方 向 指向 杆 内 ， 则 方程 为 
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u =a drea. 
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L4 导出 均匀 细 杆 的 热传导 方程 , 设 杆 上 z 点 时 刻 + 的 温度 为 x(z, D, 杆 的 比热容 、 
密度 和 热源 强度 各 为 <、p 和 下 ( 均 为 常量 ), 并 设 杆 的 侧面 是 绝热 的 。 

ER: uma n, f. 其 中 ， a= f. 

1.5 设 扩散 物质 的 源 强 为 F(z,y,z<, D)( 定 义 为 单位 体积 内 ， 在 单位 时 间 所 产生 的 扩 
散 物质 )， 试 根据 能 斯 特 (Nernst) 定 律 (通过 界面 do 流出 的 扩散 物质 为 一 DVu* do) 和 能 量 
守 便 定律 导出 扩散 方程 


u = DAu + F 
其 中 , DD 为 扩散 系数 。 
1.6 利用 基 尔 堆 夫 电压 电流 定律 ， 试 导出 理想 传输 线 的 电报 方程 
V, = aV, 
t =l, 
其 中 , V AI AERIS FRIES A EBEREN a =1/CL, C fl L 分 别 为 单位 长 度 上 的 
电容 和 电感 。 
1.7 真空 中 电磁 场 的 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方 程 组 的 微分 形式 为 
V.E-0 
vxE-—lg, 
c 
V.H-0 
VXH- ig, 
试 由 这 组 方程 导出 电磁 波 方程 
人 = AE 
H, = aH 


其 中 , E. H 为 真空 中 的 电场 和 磁场 强度 ; c 为 光速 。 
1.8 导出 下 列 情 况 的 静电 场 方程 : 
(1) 真空 中 由 静止 电荷 所 产生 的 电场 ; 
(2) 导体 中 稳 恒 电流 所 产生 的 电场 。 


ER: (1) Aula, y, D= oa, y, 50D Aule, y, z) =0, 其 中 ,为 电势 ; p JE 
a 


电荷 密度 。 
1.9 长 为 :两 端 固定 的 弦 作 振幅 极其 微小 的 横 振 动 ， 试 写 出 其 定 解 条 件 。 


xx. I p =pl) 
uli 59 


1.10 长 为 1 的 均匀 杆 , 两 端 受 拉力 F(z) 而 作 纵 振动 , 写 出 其 边界 条 件 。 


ul. 70" 


FG) 
usla = ES 


L1 长 为 1 的 均匀 杆 , 侧面 绝缘 , 一 端 温 度 为 零 , 另 一 端 有 恒定 热流 q 进入 ( 即 单位 


FG 
uu e E 
s=. ES Rus EJERE SOUEEUBURIOR. 
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时 间 内 通过 单位 截面 积 流入 的 热量 为 a), 杆 的 初始 温度 分 布 是 二 ， 试 写 出 相应 的 定 


解 问题 。 
u= au, (zr, r0) 


Eu. o0? (0<z<D 


u|.- =0, kul],-,—7q (t>0) 

1.12 一 根 长 为 /的 导热 杆 由 两 段 构成 两 段 的 热传导 系数 、 比 热 容 、 密 度 分 别 为 
uoki Cis pi 和 心 、c、P， 初 始 温度 为 wo， 然后 保持 两 端 温度 为 零 , 试 写 出 此 热传导 问题 
的 定 解 问题 。 


"EP 
a= B ul oam) ul = ke ul (x,<z<l) 
Er Gp: 


ER: ,1 0, pco t u! (l, t)=0 


u! Gr, 0)=u u! (z, 0)—u, 


连接 条 件 
ul |o =u! [ue 

3u! 3u! 
1.13 设 有 半径 为 R 的 导体 球 这 ,被 一 层 过 球 心 的 水 平 绝缘 薄片 分 隔 为 两 个 半球 这， 


若 上 下 半球 壳 各 充电 到 电势 u, 和 wu,， 试 写 出 球 沉 内 的 电势 u 所 满足 的 定 解 问题 。 
Au=0, p<R 


ER: 


"S 


1.14 长 为 1 的 理想 传输 线 , 在 z=! 处 开路 , 先 把 传输 线 充电 到 电压 EYES 
z=0 处 短路 , 试 写 出 其 定 解 问题 。 
u,—a u, —0 
答案 : dull =0, ul, 
u|, =o =u, ul, 70 

1.15 已 知 半径 为 a 的 球面 上 的 电势 分 布 为 (0 , 试 写 出 此 球 内 外 的 无 电荷 空间 中 的 
电势 分 布 的 定 解 问题 。 

Au=0 

答案 ; | =fc0) 

1.16 设 有 一 单位 球 , 其 边界 球面 上 温度 分 布 为 x|,-; 一 cos*9, 试 写 出 球 内 的 稳定 温 
度 分 布 的 定 解 问题 。 


Au=0 
ER: 


=0 


u|,-i =cos*0 
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第 1 章 学 习 了 建立 数学 物理 方程 和 定 解 条 件 的 基本 方法 ， 即 确定 定 解 问题 ,那么 从 本 
章 开 始 , 我 们 将 重点 学 习 各 种 求解 数学 物理 方程 的 方法 , 主要 包括 行 波 法 、 分 离 变量 法 
积分 变换 法 和 格林 函数 法 等 。 

我 们 知道 ， 求 解 常 微分 方程 时 ， 一 般 是 先 求 方程 的 通 解 ， 再 用 初始 条 件 来 确定 通 解 中 
的 任意 常数 ， 从 而 得 到 特 解 。 那 么 这 种 思想 能 否 用 于 求解 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 呢 ? 也 就 
是 说 ， 先 求 出 偏 微分 方程 的 通 解 ， 再 用 定 解 条 件 确 定 通 解 中 的 任意 常数 或 函数 。 通 过 研究 
可 以 发 现 ， 由 于 偏 微分 方程 定 解 问题 本 身 的 特殊 性 ， 很 难 定义 通 解 的 概念 ， 即 使 对 某 些 方 
程 可 以 定义 并 求 出 通 解 ， 但 要 通过 定 解 条 件 来 确定 通 解 中 的 任意 函数 也 是 相当 困难 的 。 因 
此 ， 一 般 情 况 下 我 们 是 不 能 够 使 用 类 似 于 常 微 分 方程 的 求解 过 程 来 求解 偏 微分 方程 的 ， 但 
是 ， 对 于 某 些 特殊 的 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ， 尤 其 在 求解 无 界 区 域 上 的 齐 次 波动 方程 等 类 
型 的 定 解 问题 时 ， 可 以 考虑 这 种 先 求 通 解 再 确定 特 解 的 方法 。 另 外 ， 从 物理 学 上 看 ， 齐 次 
波动 方程 反映 了 媒质 被 扰动 后 在 区 域 里 不 再 受到 外 力 时 的 振动 传播 规律 ， 如 果 问 题 的 区 域 
是 整个 空间 时 ， 由 初始 扰动 所 引起 的 振动 就 会 一 直 向 前 传播 出 去 ， 形 成行 波 , 而 这 类 问题 
可 以 得 到 通 解 ,我 们 把 这 种 主要 适用 于 求解 行 波 问题 的 方法 称 为 行 波 法 ,本章 将 讨论 这 种 
方法 的 求解 思路 、 方 法 和 应 用 。 


2.1 一 维 波动 方程 的 达 朗 贝尔 公式 


2.1.1 达 朗 贝尔 (D’Alembert) 公 式 的 导出 


对 于 无 限 长 弦 的 自由 振动 、 无 限 长 杆 的 纵向 自由 振动 以 及 无 限 长 理想 传输 线 上 的 电流 
和 电压 均 满 足 相同 的 波动 方程 的 定 解 问题 。 
泛 定 方程 : 
(一 ce<z<cot>0 (2.1) 
初始 条 件 : 
ulz, 0) = eG 
u,(z, 0) = g(z) 


(2.2) 


式 中 ,PCz) 、%Wz) 为 已 知 函 数 。 

因为 对 于 无 限 长 弦 , 其 边界 的 物理 状态 并 未 影响 到 所 考察 的 区 域 , 所 以 不 需 提 出 边界 
条 件 , 此 定 解 问题 即 为 初 值 问题 。 

为 了 用 行 波 法 求解 这 一 问题 , 我 们 首先 要 求 出 式 (2. 1) 的 通 解 。 作 变量 代 换 ,引入 新 的 
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自 变量 
NTC (2.3) 
7= r+a 
利用 复合 函数 求 微 商 的 法 则 , 可 以 得 到 
u, = ué, +u, = t H u, (2.4) 
un = (u,),&, + C.) p, = Que + Qi, 
= Cut u,e Gig +u), 
= uy + 2u, +u, (2.5) 
u = ud, +u, = aC— up H uy) (2.6) 
u, = Caf, + Cu) p, = a[— (u,), + (u,),] 
=a[—aCuctu),+aC uu), 
= a (uee — 2uey + us) (2.7) 
将 上 面 得 到 的 we 和 xz= 代 和 人 式 (2.1), 得 到 
a! (use — Duey + us) = a! (ue + Zuey Hup) (2.8) 
Bp 
uy = 0 (2.9) 
求 上 面 方程 的 解 ， 先 对 7 积分 , 得 
w“ = fs dy= b dy 十 c(9) = c(@) (2.10) 
再 对 进行 积分 可 得 
ulg, p 一 [ze de f = fi(O + f, (2.11) 
RP, (OO, f, 0) BI £. HEER. WRO. 3) 代 入 式 (2. 1D , 得 到 
ulz, t) = fiGr— at) + f,(z + at) (2.12) 


容易 验证 , 只 要 fi, f, 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 表 达 式 (2. 12) 就 是 自由 弦 振 动 方程 
( 式 (2.1)) 的 通 解 。 

下 面 我 们 利用 初始 条 件 ( 式 (2. 2)) 来 确定 任意 函数 f, 和 f,， 即 求 满足 定 解 条 件 的 解 。 
把 式 (2.12) 代 入 式 (2. 2) 得 


ulz, 0) = 万 (z) 十 户 (z) = gx) (2.13) 
u,(z, 0) = afi (z) — af: (z) = dx) (2.14) 
即 
" 
f.Gy— f,G) = i[ (a) dac (2.15) 
To 
由 式 (2. 13) 和 式 (2. 15) 容 易 解 得 
PE Af. fei 
A.G) = 去 pCz) + 二 | we da 二 和 (2.16) 
1 1 f 
fi(z) = 7p) 一 xÍ wo da 一 二 (2.17) 


将 万 (z) 和 户 (z) 中 的 工分 别 换 成 上 十 at fl z —at, 代入 式 (2. 12) 得 
ulz, D) = poata) oe a] d yo da (2.18) 
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这 就 是 达 朗 贝尔 公式 或 称 为 达 朗 贝尔 行 波 解 。 它 是 一 维 无 界 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 
的 特 解 的 一 般 表达 式 。 
例 2.1 求解 初 值 问题 
u, 一 au, 
{ (2.19) 


u lemo = z> u, mo = 4 
R: 显然 这 是 一 个 一 维 无 界 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 , p) x. 0(z)=4, 故 由 达 朗 
贝尔 公式 ( 式 (2.18)) 有 
ulz, D= pleta ta-al+ ifs da= z+u (2.20) 


2.1.2. 达 朗 贝尔 公式 的 物理 意义 


首先 , 我 们 以 无 限 长 弦 的 横向 自由 振动 为 例 来 阐述 达 朗 贝尔 公式 的 通 解 式 ( 式 (2. 12)) 
的 物理 意义 。 


先 考察 第 一 项 : 
u, = f,(z—at) (2.21) 


它 是 方程 (2. DIR, 对 于 不 同 的 c 值 ， 就 可 以 看 到 弦 在 不 同时 刻 相应 的 振动 状态 。 

TE 170 Rf, u Gr, 0) 一 广 (z)， 它 对 应 于 初始 时 刻 的 振动 状态 ,假如 图 2. 1(a) 曲 线 表 
示 的 是 :一 0 时 的 弦 振 动 的 状态 ( 即 初始 状态 ); 在 6 1/2 时 , w (z, 1/2) = f, Gc— 2/2) f 
图 形 如 图 2. 1(b) 所 示 ; 在 £— 1 时 , uu Gr, 10 — f Cr— a0 BS EE lE 2. 1(c) 所 示 ; 在 +=2 
Bt, us Gr, 2) 一 户 (z 一 2a) 的 图 形 如 图 2. 100) B, 这些 图 形 说 明 , 随 着 时 间 的 推移 , u = 
有 (x 一 at) 的 图 形 以 速度 a 向 zx 轴 正 向 移动 , 所 以 u, 二 f(z 一 at) 表 示 一 个 以 速度 a 沿 z 轴 
正 向 传播 的 行 波 。 


© ® 


图 2.1 行 波 示意 
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同 理 , 第 二 项 邮 一 户 (z 十 ab) 表示 一 个 以 速度 e 沿 工 轴 负 向 传播 的 行 波 。 所 以 说 达 妆 贝尔 
公式 表明 : 弦 上 的 任意 扰动 总 是 以 行 波形 式 分 别 向 两 个 方向 传播 出 去 的 ， 其 传播 的 速度 正好 
是 弦 振 动 方程 中 的 常数 a。 也 正 是 基于 此 原因 ,上 述 求 波动 方程 通 解 的 方法 叫做 行 波 法 。 

然后 , 我 们 研究 满足 初始 条 件 ( 式 (2. 2)) 的 达 朗 贝尔 公式 特 解 。 从 特 解 ( 式 (2. 18)) 的 
表达 式 可 以 看 出 , 沿 工 轴 正 、 负 方向 传播 的 行进 波 包含 两 部 分 : 一 部 分 来 源 于 初始 位 移 ， 
一 部 分 来 源 于 初始 速度 。 

至 于 行 波 的 具体 波形 , 则 取决 于 初始 条 件 ( 式 (2. 2)) 。 为 了 使 这 个 概念 具体 化 , 我 们 分 
别 对 以 下 两 种 特殊 情况 进行 讨论 : 

(1) y(z) 二 0( 只 有 初始 位 移 , IEE K FHR) 。 

此 时 由 式 (2.18) 可 得 出 


ulz, 1) 一 dean 4-gGr — at] (2.22) 


先 看 式 (2. 22) 中 的 第 二 项 ， 设 观察 者 以 速度 a 沿 z 轴 正 向 运动 , 则 + 时刻 在 z=c 十 at 

处 ， 他 所 看 到 的 波形 为 
gx —at) = g(c+at —at) = eC) (2.23) 

由 于 :为 任意 时 刻 , 这 说 明 观 察 者 在 运动 过 程 中 随时 可 看 到 相同 的 波形 p(c)， 可 见 ， 
波形 和 观察 者 一 样 ， 以 速度 a Hre 轴 正 向 传播 。 所 以 , p(x 一 at) 代 表 以 速度 a 沿 z 轴 正 向 
传播 的 波 ， 称 为 正 行 波 。 而 第 一 项 的 P(z 十 az) 代表 以 速度 a MY z 轴 负 向 传播 的 波 ， 称 为 反 
行 波 。 正 行 波 和 反 行 波 的 释 加 ( 相 加 ) 就 给 出 弦 的 位 移 。 

(2) 9p(z) 一 0( 即 只 有 初速 度 , 初始 位 移 为 零 的 弦 振 动 ) 。 

此 时 由 式 (2. 18) 可 得 出 


ulz, D) = NF da (2.24) 
设 更 (z) 为 %z)/2a 的 一 个 原 函 数 ， 即 
V) 一 二 | ww da (2.25) 
则 此 时 有 
ulz, D = WG-Eat) — VG — at) (2.26) 
由 此 可 见 ， 上 式 第 一 项 是 反 行 波 , 第 二 项 是 正 行 波 , IE. SIT U J m CHORO VA H T 
弦 的 位 移 。 


所 以 , 达 朗 贝尔 解 表示 正 行 波 和 反 行 波 的 鸽 加 。 
例 2.2 求 初速 度 y(z) 为 零 , 初始 位 移 为 
(z <—a) 


2+— C(C—a<s z<0 
9(7) = (2.27) 
(0 x xa) 


lo Ga 


的 无 界 弦 的 自由 振动 位 移 。 
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解 : 由 达 朗 贝尔 解 ， 即 式 (2. 18) 给 出 弦 的 初始 位 移 ( 见 图 2. 2 中 当 力 一 0 时 的 粗 线 ) 为 
uta) = Hola +a) + gG — at] (2.28) 


将 它 分 为 两 半 ( 该 图 细 线 )， 分 别 向 左右 两 方向 以 速度 a 移动 ( 见 图 中 由 下 而 上 的 各 图 


中 的 细 线 ), 每 经 过 a/4a 的 时 间 间 隔 , 弦 的 位 移 便 由 此 二 行 波 的 和 给 出 ( 见 图 中 由 下 而 上 的 
各 图 粗 线 ) 。 
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图 2.2 RHRIRE 
2.1.3 依赖 区 间 和 影响 区 域 


1. 依赖 区 间 

由 达 朗 贝尔 公式 ( 式 (2. 18)) 可 以 看 出 ， 定 解 | 
问题 (2. 1) — (2. 2) 的 解 在 一 点 (zx, D € 0 
(Q: 一 eo<r<oo, 1>0) 处 的 值 , 仅 依赖 于 z 轴 
的 区 间 [z 一 at，z 十 at] 上 的 初始 条 件 , 而 与 其 他 
点 上 的 初始 条 件 无 关 。 我 们 称 区 间 [z 一 at，z 十 
4] 为 点 (zx, 的 依赖 区 间 , 它 是 过 点 (zx, 04:91 O| x-a xta 
ERRA Ea 的 直线 与 z 轴 所 截 交 而 得 的 区 
间 。 如 图 2.3 所 示 。 


图 2.3 依赖 区 间 
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2. 影响 区 域 
从 一 维 齐 次 波动 方程 的 通 解 
ulz, t) = fila at) + fiG — at) 
可 知 , 波动 是 以 一 定 的 速度 a 向 两 个 方向 传播 的 。 因 此 ， 如 果 在 初始 时 刻 =o 扰动 仅 在 一 
有 限 区 间 [z,， zs] 上 存在 , 那么 经 过 时 间 z 后 ， 它 所 传 到 的 范围 就 由 不 等 式 
z —a<xr<x +a (290) (2.29) 
所 限定 , 而 在 此 范围 外 仍 处 于 静止 状态 。 
在 (zx, DPHE, 上 述 不 等 式 所 表示 的 区 域 如 图 2. 4 所 示 , 称 为 区 间 [z) , z, ] 的 影响 区 
域 。 在 这 个 区 域 中 , 初 值 问题 的 解 u (=, +) 的 数值 是 受到 区 间 [z,，zx,] 上 的 初始 条 件 影响 
的 ; 而 在 此 区 域外 , ulr, 1) 的 数值 则 不 受 区 间 [zx,， zx,] 上 初始 条 件 的 影响 。 
特别 地 ， 当 区 间 [z, ，zz] 缩 成 一 点 zç 时， 点 z, 的 影响 区 域 为 
z —at < z< z +a (t>0 (2.30) 
这 是 过 点 z, 作 两 条 斜率 各 为 士 1/a HAR z= z, — at fü z= r tat 所 夹 的 三 角形 区 域 ， 如 
图 2.5 所 示 。 


x—3,— at 


o » » a 


图 2.4 [zi，zz] 的 影响 区 域 图 2.5 x 的 影响 区 域 

通过 上 面 的 讨论 , 我 们 可 以 看 到 , 在 (x, DOE TEL E, 斜率 为 土 1/a 的 直线 z= z, + at 对 
波动 方程 的 研究 起 着 重要 的 作用 , 称 它们 为 波动 方程 的 特征 线 , 且 特 征 线 族 z+ at= (fE 
意 常数 ) 正 是 波动 方程 的 特征 方程 (dz)* 一 a*(dz)* —0 的 特征 曲线 。 

可 以 看 到 , 行 波 法 是 以 波动 现象 的 特点 为 基础 的 , 并 以 变量 变换 为 出 发 点 。 其 操作 步 
RA: 先 求 通 解 , 再 用 定 解 条 件 求 特 解 。 因 其 与 求解 常 微分 方程 的 方法 相近 ,故而 思路 简 
H, 用 其 研究 波动 问题 也 很 方便 。 但 因为 一 般 偏 微分 方程 的 通 解 不 易 求 ， 用 定 解 条 件 求 特 
解 有 时 也 很 困难 , 所 以 这 种 解法 有 相当 大 的 局 限 性 , 一 般 只 用 于 求解 波动 问题 。 


2.2 半 无 限 长 弦 的 自由 振动 


对 于 半 无 限 长 弦 的 自由 振动 的 定 解 问题 的 研究 ， 需 要 根据 端点 所 处 的 物理 状态 ( 即 边 
界 条 件 ) 的 不 同 分 别 加 以 讨论 。 

1. 端点 固定 ( 即 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ) 

一 端 固定 的 半 无 界 弦 的 自由 振动 的 定 解 问题 为 : 

泛 定 方程 


u, = au, (0 < r< o, t0) (2.31) 
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边界 条 件 : 
u(0, D) —0 (2.32) 
初始 条 件 : 
ulz, 0) = g(x) Cd 
u, Gr, 0) = yz) 


其 中 , 边界 条 件 表示 zx 二 0 端 至 是 固定 的 , 求解 区 域 是 (z, 2 平面 上 的 第 一 象限 。 对 半 无 限 
长 弦 问 题 处 理 的 基本 思想 是 设法 把 它 化 为 无 限 长 弦 问 题 , 借助 已 知 的 达 朗 贝尔 公式 加 以 
解决 。 

从 物理 上 我 们 可 以 设想 : 半 无 限 长 弦 在 端点 的 反射 波 可 视 为 无 限 长 弦 在 zx 一 0 部 分 传 
播 过 来 的 “ 右 ” 行 传播 波 , 且 保 持 端点 处 为 波 节 ， 从 而 半 无 限 长 弦 问 题 可 以 作为 特定 的 
Cula, D |o 700 R82 BI SE I] RB 

从 数学 上 可 以 这 样 考虑 : 利用 延 拓 法 ,把 半 无 界 区 间 延 拓 到 整个 无 界 区 间 。 无 界 域 上 
的 波 函 数 既 要 满足 达 朗 贝尔 公式 , 又 要 满足 w(x, 7+)|,-, 二 0, BI 


urs D Las = +[eGa) teca Lp d) da = 0 (2.34) 


由 于 函数 p(x)、y(z) 的 任意 性 , 因此 必须 把 p(x) 与 9G EHR- oo x oo C] E 
的 奇 函 数 。 这样 ,我 们 可 把 上 述 初始 条 件 改 为 : 
eG) Gz0 


(z, 0) = @(z) = (2.35) 
is A dep Go 
) >o 

u,(z, 0) = VG) = on = = 0 (2.36) 
=y) (z<0) 


这 样 处 理 后 , 因为 函数 定义 在 一 2 二 x 二 oe 整个 区 间 , 所 以 可 以 直接 应 用 达 朗 贝尔 公 
式 (2.18) 求 解 ,于 是 得 


ulz, D = dean eG — a+ d ro da (2.37) 
然后 利用 B(x) 和 PA RRE, 使 之 最 终 用 p(x) 和 y(x) 来 表示 。 


为 此 , 在 (zx, 平面 上 的 第 一 象限 应 分 为 r>at, 00: © 0 xat, 070 两 个 区 
域 。 如 图 2.6 所 示 。 


图 2.6 (z, 平面 上 的 两 个 区 域 
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由 图 2. 6 可 见 , 由 于 在 r>a 区 域内 的 任何 点 的 依赖 区 间 全 部 位 于 (t= 二 0, x 之 0) 的 区 
EK, 因此 解 只 依赖 于 :二 0, 2270 的 初 值 条 件 , 所 以 在 区 域内 的 解 , 只 需 将 pg(z) 与 p(z) 
的 具体 形式 直接 代入 式 (2. 37)， 即 可 得 到 

ulz, t) = u; (m, t) 


= Higa ta) +ga] + S Wee de G0 man) (2.38) 


而 区 域 @ 内 的 点 的 依赖 区 间 已 跨越 到 一 上 轴 上 了 。 因此 利用 C 5 更 (z) 的 奇 函 数 特 
性 可 得 


ulz, t) = ug (z, t) 


一 去 [g(z 十 oo) — plat -D+ 去 [| xo du 十 | poo da] 


= digaat) — eai — 0] ES wo da (0,0 z< a) (2.39 


以 下 将 讨论 上 述 解 的 物理 含义 : 

OD 35 z>at, 我 们 看 到 其 解 就 是 达 朗 贝尔 解 , 这 说 明 端点 的 影响 尚未 传 到 。 

(2) 车 0<z<at, 此 时 的 解 与 达 朗 贝尔 解 不 一 样 , 这 说 明 端 点 的 影响 已 经 传 到 。 为 简 
PEL, 设 初速 度 为 零 , 此 时 


ula, D = Figa + at) — glat — 2] (2.40) 


由 上 节 讨论 得 知 式 (2. 40) 中 的 第 一 项 是 沿 z 轴 负 向 向 端点 传播 的 反 行 波 ,， 在 此 称 为 和 人 射 
波 。 式 (2. 40) 中 的 第 二 项 是 由 端点 传 来 的 以 速度 a W z 轴 正 向 传播 的 正 行 波 , 在 此 称 为 反 
射 波 。 注意 , 在 端点 ul, D 1,2, 70, MARERE, 这 说 明 在 端点 z 一 0 处 人 射 波 和 反射 
波 的 相位 始终 相反 ， 这 种 现象 我 们 称 为 半 波 损失 。 

2. 端点 自由 ( 即 第 二 类 齐 次 边界 条 件 ) 


定 解 问题 可 转变 为 
ERE. 
u = au, (0-r«o,t»0) (2.41) 
边界 条 件 : 
u,(0, 4) = 0 (2.42) 
初始 条 件 : 


ulz, 0) = gx) 

ur, 0) = JG) 

同 “ 端 点 固定 ”的 分 析 方 法 相同 , 我 们 采用 延 拓 法 将 半 无 界 问题 延 拓 为 无 界 问题 。 在 此 

边界 条 件 下 , 应 设 g (0) —0 A g CO) —0, 这 样 才能 保持 端点 自由 ( 即 u, (0, 0 =0), 因此 应 

将 p(z) 与 Wz) 延 拓 成 在 一 cc 天 z<<co 整 个 区 间 上 的 偶 函 数 ， 这 样 x 一 0 端的 边界 条 件 自然 
会 得 到 满足 。 即 将 定 解 问题 (2. 31) 一 (2. 33) 的 初始 条 件 改 为 : 

ga) Gm0 

pa) G«0 

4D ^ G0 

4C 2 (<0) 


(2.43) 


ulz, 0) = @(z) = I (2.44) 


u,(z, 0) = VG) = | (2.45) 
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这 样 处 理 之 后 ,由 于 函数 定义 在 一 2 二 xz 二 oo 整个 区 间 上 ， 因此 可 以 直接 应 用 达 朗 贝 
尔 公式 (2. 18), 于 是 得 到 
ws D = Haaa eG a] e z. ve de (2.46) 


然后 , 像 上 面 的 步骤 一 样 , 利用 GO 55 更 (z) 的 偶 函数 特性 , 将 (z, DPHE R 
象限 分 成 r>at; @ z<at 两 个 区 域 。 最 后 得 到 
O) 34 £0, z>at 时 


- 
ulz, D = uj (z, D = Hoata) e anl + Af pla) da (2.47) 


(2) 34 t>0, 0<x<at 时 


ulz, t) = ug (z, D 


= glata) ga — 01 t [P ya dee f poo da] 


i f irie H 
= dora ei oe [| wo dat [veu] cae 


3 SELL E EBERT H, 04 10, zat 时, 端点 的 反射 波 影响 还 未 达到 工 点 , 所 以 它 
和 无 界 域 的 达 朗 贝尔 公式 相同 ; 当 上 之 0, 0 二 x<at 时 ， 端 点 的 影响 已 经 达到 z 点 , 端点 的 
运动 状态 由 初 值 函 数 引 起 的 波动 和 端点 反射 波 共同 决定 , 不 过 此 时 无 半 波 损失 。 
例 2.3 半 无 限 长 的 弦 其 初始 位 移 和 初始 速度 都 为 零 ， 端 点 作 微小 的 横 振动 |... = 
A sinwt, 求解 弦 的 振动 规律 。 
解 : 可 将 此 物理 问题 转化 为 下 列 定 解 问题 
uy au, (0 < ruo, t0) 
u(z, 0) = ur, 0) = 0 (2.49) 
u(0, t) = A sinwt 
由 定 解 条 件 知 ,此 弦 的 振动 是 单纯 由 端点 的 振动 引起 的 。 因此 , 在 x20 区 域 ， 弦 振动 
应 按 右 行 波 传播 。 故 可 令 其 解 为 (x, 4) 二 f(z 一 at), 代入 边界 条 件 , 得 


A sinwt = fC- at) G> 0) (2. 50) 
为 确定 函数 f. 令 x 二 一 at, 得 
fœ = A sino(—5) -— A sin € G0) (2.51) 
TRA 
ulz, D ——A sin E-D — A sins (i — Z) (i) (2.52) 
a a a 


2.3 三 维 波动 方程 的 泊 松 公式 


我 们 已 经 在 2. 1 节 讨 论 了 一 维 波动 方程 的 初 值 问题 , 并 获得 了 达 朗 贝尔 解 , 但 波 在 三 
维 空间 传播 的 情况 更 具有 普遍 意义 。 例 如 , 在 研究 交 变 电磁 场 在 空间 中 的 传播 时 , 就 要 讨 
论 三 维 波动 方程 。 本 节 我 们 讨论 三 维 波动 方程 问题 。 

要 求解 在 三 维 无 限 空间 传播 的 波动 问题 , 就 是 要 求 下 列 定 解 问题 。 
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泛 定 方程 : 
u, =aAu (—99« zx, y, z< co, t2» 0) (2.53) 
初 值 条 件 : 
t lies cg (2.54) 
u, Jo = KM) 
其 中 , M 代表 空间 中 任意 一 点 。 根据 2. 1 节 中 用 行 波 法 求解 一 维 波动 问题 的 思路 , 我 们 可 
知 , 若 能 通过 某 种 方法 将 三 维 的 波动 问题 转化 为 一 维 的 波动 问题 ， 就 可 以 借助 2. 1 节 的 结 
果 或 仿照 2. 1 节 的 方法 来 求 得 三 维 波动 问题 的 解 。 事 实 上 ,在 球 坐标 系 中 , u 二 u(r, 9, p), 
如 果 波动 在 三 维 空间 中 传播 时 与 (9, g) 无 关 ,， 即 具有 球 对 称 性 时 , 可 将 其 化 为 二 u(r), 显 
然 就 是 一 个 一 维 问题 , 所 以 , 通过 某 种 转化 , 利用 一 维 行 波 解 的 结果 来 得 到 三 维 波动 问题 
的 解 是 一 种 可 能 的 途径 。 
为 此 , 我 们 先 介绍 平均 值 法 。 


2.3.1 平均 值 法 
首先 定义 一 个 函数 


A YK i 
a. p = um, D as = tz «en. o an (2. 55) 


Anr. 
其 中 ， d0— 2 — sing dg dp 为 立体 角 元 。 显然 , ulr, 四 只 是 独立 变量 + 和 + 的 函数 , 称 之 为 


函数 u(M, DÆ M, 为 中 心 , 为 半径 的 球面 S% 上 的 平均 值 。M, 是 一 个 参量 , 而 且 容 
易 看 出 来 , x(r, t) 和 所 要 求 的 uM, tu) 有 着 紧密 的 联系 ， 即 
u(M, t) = limu(r, t) (2.56) 
因此 ， 和 欲求 波动 方程 (2. 53) 的 解 x(M, +) 在 任意 点 M,. ERA t 的 值 CM, s Ds 
只 要 先 求 出 u(M, DE t BERI. 以 M, 为 中 心 ,r 为 半径 的 球面 Sie 上 的 平均 值 后 , 再 令 
r0 即 可 。 这 种 处 理 问 题 的 方法 称 为 平均 值 法 。 
注意 ; 如 图 2.7 所 示 , 这 里 各 坐标 变量 之 间 
的 关系 为 
= = xo +r sing cosp 


y = x +r sin0 sing (2.57) 
z = x +r cos I 
其 中 ， 
r= VG ZE TC n) TG x 
下 面 我 们 通过 求 三 维 齐 次 波动 方程 的 通 解 来 x 
导出 泊 松 公式 。 
13.2 泊 松 公式 图 2.7 M, 与 M 的 坐标 关系 


为 了 用 平均 值 法 求解 三 维 的 波动 问题 ， 我们 对 式 (2. 53) 两 边 在 球面 S 上 积分 并 乘 以 
REFL, m 
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= — 


ad. an= È| au an 


交换 微分 和 积分 号 的 顺序 ,得 


#1 d 
ies prd a0)- e(l an) 
由 式 (2.55) 得 
fu D = d NüGr, D 
又 因为 在 直角 坐标 系 中 ， 


Qu = 2u 3r 
ar^ Orr 
=W, L VG z) EG») *G-u) 
3, z-z 
o r 
所 以 
Su 8 (s. 223). ər dur! — (z — zm) | 9'u (z-z) 
az ar\ar r az ðr p ap Fi 
类 似 地 , 可 得 
Pu. dur —Cy—»0* | 2'u (y— y) 
ay ər r ar 入 
Pu Qur — Gz) au (z— z)“ 
az ðr r ə r 
故 有 
-93 _ Ə9u 3r' — r Fur 
Mrtaytar dr 7 app 
.23u,2u, 1293 ,- 
S arta rar 


代 人 式 (2. 60), 得 


即 

LIN 

$900 = a 2300 
不 妨 令 

vlr, t) = ru(r, t) 
则 可 得 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


58) 


59) 


60) 


61) 


62) 


63) 


64) 


65) 


66) 


67) 


68) 


69) 
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这 就 是 一 个 一 维 的 波动 方程 , 其 通 解 可 以 表示 为 


vir, t) = fi Gat) + f,Gr — at) (2. 70) 
因此 
ur, D = SD = feta t fica (2.71) 
注意 到 vr, O =ru(r, t), 4 r=0 Bf, 有 
v0, D =0 (2.72) 
B 
fiGD + f,C— a = 0 (2.73) 
所 以 


u(M, , t) = limutr, t,) = lim ulr, to) 
pan 一 0 r 


— lim C tat) + fa lr — ats) 


= r 
— lim C tat) — f, Cati) + fa Cr ats) — fi (— ato) 
p T 
= fi lato) + fe (— ato) (2.74) 
而 由 式 (2.73) 还 可 以 得 到 
filato) = fa (~ at) (2.75) 
故 有 
uCM, t) = 2fiCat,) (2.76) 


此 即 波动 方程 (2. 53) 在 任意 时 刻 ,任意 一 点 M, 处 的 解 , 其 中 户 (ars ) 为 任意 函数 。 

为 了 得 到 方程 (2. 53) 满 足 初始 条 件 ( 式 (2. 54) ) 的 特 解 , 我 们 需要 用 这 两 个 初始 条 件 来 
MERO. 76) 中 的 任意 函数 fi Cat). H, 我 们 将 式 (2. 71) 两 边 乘 以 > 后 再 分 别 对 > 和 + 
RF 

$00 = firt at) + fiir — at) (2.77) 


TE) = firt a) — filr—a) (2.78) 


将 式 (2.77) 和 式 (2.78) 相 加 , 并 取 ~ 一 at， 1 二 0( 注 意 : 这 里 之 所 以 令 :一 0 是 为 了 代入 初始 
条 件 得 到 fi Cat ) 的 值 ),， 则 得 
2fi(at) = [co ++ see 


= [r 起 和 as)+ 1 2( (aun 8) J! T 
到 


E Em [s]. S 45 un — as] (2.79) 


将 此 结果 代入 式 (2. 76) , 则 得 
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_ raf gM D 
uM,» t) = talala Ps ass... (D as] (2.80) 
注意 到 M, , z, 的 任意 性 , 故 上 式 可 写 为 
_ 1Taf gM) gM’) 
uM, D) = asl. MD as +o MD as] (2.81) 


其 中 , MERAM 为 中 心 , at 为 半径 的 球面 SY 上 的 点 。 
至 此 , 我 们 得 到 了 三 维 无 界 空间 波动 方程 的 初 值 问题 的 解 ， 即 式 (2. 81)， 称 此 式 为 泊 
松 (Poisson) 公 式 。 


2.3.3 泊 松 公式 的 物理 意义 


下 面 我 们 讨论 泊 松 公式 的 物理 意义 。 式 (2. 81) 是 三 维 波 动 方程 式 (2. 53) 和 (2. 54) 的 
解 ， 它 表示 点 M(z, y, z) 和 时 刻 上 的 值 , 仅 与 以 点 M 为 球 心 , at 为 半径 的 球面 上 的 初始 条 
件 有 关 。 换 言 之, 只 有 与 点 M 相距 为 at 的 点 上 的 初始 扰动 能 够 影响 到 u(r，y, z; OWM. 

为 了 形象 起 见 , 我 们 设 扰动 只 限于 区 域 To PIRR eM), 9OM ) 在 空间 某 个 有 
限 区 域 T 内 , 而 在 T, 外 为 零 ) 内 。 在 空间 任 取 一 点 M, 考察 M 点 处 各 个 时 刻 所 受到 初始 
扰动 的 情形 。 

我 们 知道 ,函数 u 在 点 M 和 时 刻 t 的 值 xCM, DEH pCM')、y(M ) 在 球面 Sx 上 的 值 
所 决定 的 。 也 就 是 说 ， 只 有 当 球面 S 和 区 域 T。 相 交 时 , RO. 81) 中 的 积分 才 不 为 零 。 我 
们 用 d=at, 和 Dat, 分 别 表示 点 M 到 区 域 T。 的 最 近 和 最 远 距 离 ， 如 图 2.8 PEOR. 


图 2.8 泊 松 公式 的 物理 意义 示意 
显然 , P arat, Bl c-r 时 , 球面 SY 不 与 T。 相交 , 式 (2. 81) 中 的 曲面 积分 为 零 , 因 
而 u(M, 0 —0, 这 时 扰动 的 “前 锋 ? 还 未 到 达 M 点 。 从 时 刻 t 到 1,( 即 d/a<t<D/2), 球面 
SAMER T, 一 直 相 交 , 式 (2. 81) 中 的 曲面 积分 不 等 于 零 , 这 时 M 点 处 于 扰动 状态 。 
24 174, 时 , 球面 SY 不 与 区 域 T。 HX, u(M, ORE (B. 此 时 , 扰动 已 经 越过 了 M 点 ， 
即 表 明 扰 动 的 “ 阵 尾 "已 经 过 去 了 。 这 表明 初始 扰动 (包括 初始 位 移 和 初始 速度 ) 都 无 残留 的 
后 效 , 即 三 维 空间 中 局 部 扰动 的 传播 无 后 效 现象 。 就 像 人 们 讲话 的 每 个 音节 产生 的 振动 波 
经 过 听话 者 的 耳朵 所 在 的 地 点 之 后 , 空气 都 静止 下 来 等 待 下 一 个 扰动 的 到 来 一 样 。 
如 果 我 们 考察 区 域 T, 中 任意 点 M, 处 的 扰动 在 某 一 时 刻 z, 在 空间 中 传播 的 情况 。 扰 
动 传 到 以 M, 为 中 心 ，at 为 半径 的 球面 Se 上 ， 所 以 式 (2. 81) 也 称 为 球面 波 。 这 样 , 在 时 
刻 受到 T, 中 所 有 点 初始 扰动 影响 的 区 域 , 就 是 以 点 M, € T, 为 中 心 , at, 为 半径 的 球面 
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KHER. Mt 足够 大 时 ， 这 种 球面 族 有 内 、 外 两 个 包 络 面 。 我 们 称 外 包 络 面 为 传播 波 的 


波 前 , 内 包 络 面 为 传播 波 的 波 后 。 
MOX BR T, 是 半径 为 R 的 球形 时 ,， 波 的 波 前 ( 工 ) 和 波 后 ( 世 ) 都 是 球面 , 如 图 2.9 BER. 


图 2.9 球形 波 振 面 示意 
波 前 以 外 的 部 分 表示 扰动 还 未 传 到 的 区 域 , 而 波 后 以 内 的 部 分 是 扰动 已 传 过 , 并 恢复 
了 原来 状况 的 区 域 。 因 此 ， 当 初始 扰动 限制 在 某 一 局 部 范围 内 时 ， 波 的 传播 有 清晰 的 波 前 
和 波 后 。 这 就 是 物理 学 中 的 惠 更 斯 原理 。 
例 2.4 设 大 气 中 有 一 个 半径 为 1 的 球形 薄膜 , 薄膜 内 的 压强 超过 大 气压 的 数值 为 
po， 假 定 该 薄膜 突然 消失 , 将 会 在 大 气 中 激 起 三 维 波 , 求 球 外 任意 位 置 的 附加 压强 p. 
解 : 其 定 解 问题 是 


P. — aap = 0 
b <D 
t (2.82) 
Ple t >D 
Pi leo = 0 


如 图 2.10 所 示 ， 设 薄膜 球 球 心 到 球 外 任意 一 点 M 的 距离 为 r, 则 当 r—1<at<r+1 
时 , 有 


(OM) h IÑ % p,Cat)* sing d0 
je s= [y af eer 


= 2np,at(1 — cos) 
_ +a = 1) 


eN at ( 2art 


=— Eb ay — 1J 
P 


(2.83) 
注意 , yCM') 二 p,1,-。 二 0，, 故 由 泊 松 公式 可 得 


_ 1 af ea 
pM, D= aa Soa as 


图 2. 10 球形 薄膜 的 波动 示意 


wr —ay-—1]- ke 
-3:xl Ju ay — 1] = 2£G—aD (2.84) 


第 2 章 行 W 法 #= 41— 


而 当 at<r 一 1 和 at>r 十 1 时, 由 于 pCM ) 与 WAM') 均 为 零 , 故 有 pM, 0 =0, 
类 似 地 , 我 们 当然 可 以 求 得 球 内 任意 位 置 处 的 附加 压强 。 
例 2.5 利用 三 维 泊 松 公式 求解 下 列 问题 
u, = a'^u (~< zx, y, z< 09, t> 0) 
f lemo = z=+2 u, |oo = 0 
解 : 由 泊 松 公式 可 得 
ula, ys z, D = ZL eda: eG 2 as 


4na 9 


2f T (z+at sind cong + 2(y tat sing sing), sing dg d 
m 9tJo Jo id 


iiec 2» dg] sino dg + ar - f: (cosp + sing) ag |” sinto ao] 


(2.85) 


T Ana 9t 
= z+2y 


2.4 强迫 振动 


前 面 所 讨论 的 问题 只 限于 自由 振动 , 其 泛 定 方程 均 为 齐 次 的 。 现 在 我 们 来 讨论 无 界 弦 
的 纯 强 迫 振动 , 它 的 定 解 问题 有 : 


泛 定 方程 : 
u — au, = f(z, t) C—co < z < co, t> 0) (2.86) 
初始 条 件 ， 
-一 0 
t ls (2.87) 
w lemo = 0 


此 时 的 泛 定 方程 是 非 齐 次 的 。 由 前 面 的 讨论 可 知 ,如果 能 将 方程 中 的 非 齐 次 项 消除 掉 
(即将 方程 变 为 齐 次 方程 ), 就 可 以 利用 2. 1 节 的 达 朗 贝尔 公式 得 到 此 定 解 问题 的 解 。 因 此， 
我 们 先 介绍 冲 量 原理 。 


2.4.1 冲 量 原理 


我 们 知道 , 式 (2. 86) 中 的 f(z， oc Fai, 为 是 工 处 外 力 的 线 密 度 ， 即 单位 长 


度 弦 所 受到 的 外 力 ) 是 在 时 刻 :、z 处 单位 质量 的 弦 上 所 受到 的 力 , 即 力 密度 。 这 个 力 是 持 
续 作用 的 , 即 从 时 刻 0 一 直 延 续 到 某 一 时 刻 (当然 , 时刻 上 以 后 的 力 不 影 响 在 时 刻 * 的 振 
动 , 故 可 不 考虑 时 刻 上 以 后 的 力 )。 根 据 物理 学 中 的 伏 加 定理 , 我 们 可 以 将 持续 力 f(z, 7) 所 
引起 的 振动 ( 即 定 解 问题 (2. 86) 和 (2. 87) 的 解 )， 看 做 是 一 系列 前 后 相继 的 瞬时 力 
fs (Occ Bsp wi, c OBS. BD 


ulz, 1) = lim) wle, t r) (2.88) 
aro. c9 


BUESTDEALRBEZI f, r) 所 引起 的 振动 。 从 物理 的 角度 考虑 ， 力 对 系统 的 作用 
对 于 时 间 的 积累 是 给 系统 一 定 的 冲 量 。 我 们 考虑 在 短 时 间 间 隔 Ar 内 对 系统 的 作用 ， 则 
S, D Ac 表示 在 Ar 内 的 冲 量 。 这 个 冲 量 使 得 系统 的 动量 即 系统 的 速度 有 一 些 改变 (因为 
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fa, zt) 是 单位 质量 弦 所 受 的 力 , 故 动量 在 数值 上 等 于 速度 ) 。 即 

fla, DAr=AP=AV (2.89) 
其 中 , AP 为 动量 增 量 ; AV 为 速度 改变 量 。 由 于 f(x, r) 是 单位 质量 的 弦 的 受 力 ， 因 此 式 
(2. 89) 成 立 。 

由 于 Ar->0, 我 们 可 以 把 Ar 时 间 内 得 到 的 速度 改变 量 看 成 是 在 + 一 + 时刻 的 一 瞬间 得 
到 的 , 而 在 Ac 外 的 其 余 时 间 则 认为 没有 冲 量 的 作用 ， 即 没有 外 力 的 作用 。 在 Ar 这 段 时 间 
里 ， 瞬 时 力 f, rz) 所 引起 的 振动 的 定 解 问题 就 可 以 表示 为 

w,—aw,—0 (r«t«rFAD . 
š |= = 0 (2.90) 
w, lie = f(z, r) Ar 


为 了 便于 求解 , 再 令 
wla, t; r) = vlz, t; Ar (2.91) 
则 有 
(v, — av, 一 0 
: l = 9 (2.92) 
v, le, = fCz, z) 


由 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 要 求解 纯 强 迫 振动 即 式 (2. 86) 和 (2. 87)， 只 需求 解 定 解 式 
(2. 92) 即 可 ， 从 而 


uz D = limus ti = lim Djv, E Q2. 93) 
即 j ü 
ws D = J ozs i D de (2.94 
E Bl X fh JH BESTE Pit 05 8: Jn Ç 6 Fk fE E JJ DICE SE IRE [8] RB C2. 86) 和 (2. 87) 的 方法 ， 
我 们 称 之 为 冲 量 原理 。 


下 面 我 们 从 数学 上 验证 冲 量 原理 的 合理 性 。 
首先 , 证 明 式 (2. 94) 满 足 初始 条 件 (2. 87). HRO. 94) 可 知 


£s 
ulz, 0) = f wz, 0 5) de= 0 (2.95) 
1 


固定 积分 上 下 限 相同 ,其 值 为 零 。 这 样式 (2. 94) 满 足 初始 条 件 ( 式 (2. 87)) 。 
为 了 证 明 式 (2. 94) 也 满足 初始 条 件 u,|,-, =0, 则 需要 用 公式 


m o 3o tt, ; ; 

i NOEL 4:4 960 D aereo pg a eg Q9 
' ' 

把 式 (2.96) 应 用 于 式 (2.94)， 得 


GOD = fo. t D det ola, t; D (2.97) 
I 
HRC. 92) 8] o(z, t; t =0, 所 以 
uC, D = [uc ti o de (2. 98) 
; 


则 得 
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u(x, 0) = fac. 0; D dr = 0 (2.99) 
° 


可 见 初始 条 件 (2. 87) 也 得 到 满足 。 
其 次 , 证 明 (2. 94) 满 足 非 齐 次 泛 定 方程 (2. 86), 为 此 , 对 式 (2. 98) 再 应 用 式 (2. 96) , 得 


wz D = ors n D aetuC n D (2.100) 
又 由 式 (2. 92) v (z, t D= frs 59， 所 以 有 
us Gs D = fu Gs n D) deb fG D (2.10) 
而 
aG, D m [vo Gn o de (2. 102) 
把 式 (2. 101) 和 式 (2. 102) 代 入 式 (2. 86), 得 
uu u, = | Cou — avu) des fi D (2. 103) 


又 由 式 (2.92) 知 u, —a^v,, —0, B4 
u,—a'u, = flx, t) (2. 104) 

故 式 (2. 94) 也 满足 非 齐 次 方程 (2. 86)。 这 就 验证 了 式 (2. 94) 确 实 是 式 (2. 86) 和 式 
2. 87) 的 定 解 问题 的 解 。 

还 应 指出 的 是 : 

(1) 冲 量 原理 也 可 以 用 于 输 运 方程 。 但 需 注意 , 冲 量 原理 只 适用 于 单一 “ 源 ”( 热 源 或 强 
迫 力 ) 的 问题 ， 即 要 求 其 他 条 件 均 为 齐 次 的 。 

(2) 冲 量 原理 也 可 以 用 于 波动 方程 或 输 运 方程 的 混合 问题 。 但 需 注意 ,边界 条 件 必须 
是 一 、 二 、 三 类 边界 条 件 ， 甚 至 zx=0 端 与 zx=/! 端的 边界 条 件 可 以 是 不 同类 型 (只 要 
(z, ty z) 的 边界 条 件 的 类 型 与 原 定 解 问题 的 边界 条 件 相同 就 行 ) 。 


2.4.2 纯 强迫 振动 


根据 冲 量 原理 , 我 们 把 求解 式 (2. 86) 和 (2. 87) 的 问题 转变 为 求 式 (2. 92) 的 初 值 问题 。 
4 T=:—cr, 则 


v,—a v, = 0 


v reo = 0 (2.105) 
vr |r-o = f(z, D 
故 由 达 朗 贝尔 公式 有 
de — 
va i d = f D da= E LaL Fe D da (2.106 
代入 式 (2. 94) f 
— 
us D = af. U flar O de de (2.107) 
此 即 纯 强迫 振动 的 解 。 


例 2.6 求 初始 值 问题 
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u =u, +z (一 co<z<co) 
ie 0-0 (2. 108) 
u(x, 0) 一 0 

R: 由 式 (2. 107) 有 


he 
uc 0 = df (7 a da de 


od zato) 


= f tz a7 oy -te- o- otn de 


alt 
- += (2.109) 
2.4.3 一 般 强迫 振动 
一 般 强 迫 振 动 的 定 解 问题 如 下 : 
u — aun = f(x, t) (~< z <ç, r> 0) (2.110) 
u lo = eG (2.111) 
u, leo = (z) (2.112) 


对 于 这 种 定 解 问题 , 我 们 注意 到 泛 定 方程 和 定 解 条 件 都 是 线性 的 。 HAEE R 
们 可 以 认为 弦 振 动 是 由 自由 振动 的 初 值 问题 和 单纯 由 强迫 力 引起 的 振动 的 合成 , 即 令 


ulz, t) = u! (z, t) +u" Gr, t) (2.113) 
du! (z, t), u! (z, 为 分 别 满足 下 列 初 值 问题 ， 即 
uj —a'ul = 0 (2.114) 
u! |,-, PCz) (2.115) 
ul |o = C) (2.116) 
ul —a'ul = f(z, t) (2.117) 
ua |o = (2.118) 
ul |... =0 (2.119) 


则 式 (2. 114) 加 上 式 (2. 117) 即 为 式 (2. 110); 式 (2. 115) 加 上 式 (2. 118) 即 为 式 (2.111); 式 
(2.116) 加 上 式 (2. 119) 即 为 式 (2. 112) 。 所 以 要 求解 定 解 问题 (2. 110) 一 (2. 112) 只 需求 解 
定 解 问题 (2. 114) 一 (2. 116) 和 定 解 问题 (2. 117) 一 (2. 119) 。 

定 解 问题 (2. 114) — C2. 116) RUE u! (z, t) 可 由 达 朗 贝尔 公式 得 出 ; 定 解 问题 (2. 117) 
一 (2.119) 的 解 u! Cr, DA HRC. 107) 给 出 。 所 以 一 般 强 迫 振动 的 解 为 


ulz, t) = ul +u" 
— 


= Hg+ a) ei a0] x o de + if. fa» O dadc 
(2,120) 
从 物理 概念 上 看 , 定 解 问题 (2. 110) — (2. 112) 表 示 由 外 力 因 素 f(x, OMH q(x)、 
4%(z) 所 表示 的 初始 振动 状态 对 整个 振动 过 程 所 产生 的 综合 影响 ， 它 可 以 分 解 为 单独 只 考虑 
外 力 因素 (初始 位 移 及 速度 为 零 ) 引 起 的 振动 ( 即 强迫 振动 ) 和 只 考虑 初始 振动 状态 (外 力 为 
零 ) 对 振动 过 程 所 产生 的 影响 , 即 自由 振动 的 又 加 。 
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例 2.7 求解 下 列 定 解 问题 
Zu e= sinz Cs z< o, t> 0) 
(2.121) 
ulmo -0,94| =sinz (o< r< o) 
解 : 依 线性 方程 解 的 结构 , REMER, 4 ulr, t)=u! (zx, t +u! (z, t), WAER 
问题 可 以 分 为 下 列 两 个 定 解 问题 , 即 
3'u 23 OE 
T rF-— 
Lu (2.122) 
u! |a = 0, ZE „Tsing 
Put Dui = sinz 
(2.123) 
u! lo mo 3| =0 
式 (2.122) 的 解 可 由 达 朗 贝尔 公式 求 得 
u! Gs D = hlg taD Ga] we da 
=+ | sina da = sinz sint (2. 124) 
而 定 解 问题 ( 式 (2. 123)) 可 以 用 冲 量 原理 来 求 。 先 解 
au 29v 
2 ep C (Q1) 
AE. car (2, 125) 
|= = 0 El = r sinz 
pt ' at]. 
由 达 朗 贝尔 公式 得 
vG s D = Lebe Dlg aa 91 Lf sinz dz 
ue 
=£ a: sinz dz 
= t sinz sin(t — r) (2.126) 
于 是 式 (2. 123) 的 解 为 
u! (z, t) = fe t; D dr 一 f: sinz sin(t — t) dr 
= sinz| «sin — o de = G — sinD sinz (2.127) 
所 以 原 定 解 问题 的 解 为 
ulas D = ül pul EE sinz = £ ainz (2.128) 
2.5 三 维 无 界 空间 的 一 般 波动 问题 
下 面 我 们 将 研究 更 为 一 般 的 人 情况: 有 外 力作 用 的 三 维 无 界 空间 的 波动 问题 , 即 以 下 定 
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解 问题 
u —a Au = f(M, t) CC oo < z, y, z< co; 1220) (2.129) 
u lo = pM) (2.130) 
u, |,- = KM) (2.131) 


根据 和 至 加 原理 ， 此 问题 可 分 解 为 下 面 两 个 问题 来 解决 : 第 一 个 是 求 齐 次 方程 满足 非 齐 
次 初始 条 件 的 解 ; 第 二 个 是 由 强迫 力 引起 的 非 齐 次 方程 满足 齐 次 初始 条 件 的 定 解 问题 。 
ES 


uc ul +u! (2. 132) 
Tiu! 、x 分别 满足 下 列 方程 : I 

ul —atAu! = 0 (2.133) 

ul |, = (M) (2.134) 

ul |,- = (OD (2.135) 

ul —a' Au! = f(M, D (2.136) 

ul |, = 0 (2.137) 

ul |, = 0 (2.138) 


(1) 我 们 先 来 讨论 定 解 问题 (2. 133) — (2. 135) 的 解 。 
定 解 问题 (2. 133) 一 (2. 135) 是 三 维 无 界 空间 的 柯 西 问题 , 由 泊 松 公式 得 其 解 为 


I ariran e za ». 
s Go Doe aiy t dta d (2.139) 


其 中 , 函数 9、 少 中 的 变量 应 为 X、Y、Z, 并 且 有 
f = z +at sin cosp 


Y = y+ at sin sing (2.140) 
Z = z+ at cos0 
(2) 对 三 维 的 非 齐 次 波动 方程 的 零 初 值 问 题 (2. 136)— (2. 138) 可 以 像 二 节 一 样 采用 冲 
量 原理 来 解决 ， 即 先 求 出 无 源 问 题 


Vu — at Av = 0 
f =0 (2.141) 


v, l= = f(M, D 
HA UCM, t; r), 而 定 解 问题 ( 式 (2. 136) ~ (2. 138)) 的 解 为 


u! (M, D = ls. t; 0 de (2.142) 
š 
依据 泊 松 公式 , 定 解 问题 ( 式 (2. 141)) 的 解 为 
EOE E A 
vM, t; ) = sul. LMD as (2, 143) 


ARC. 142) , 得 
1 1 f fM, r) 2.144) 
u (M, t) = AÍ x dS dr (2. 


4na. a(t— r) 
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引入 变量 代 换 r—aG— r), Bet. 可 得 


wan = sa I E 


dv (2. 145) 


4na* 
上 式 中 M' 表 示 在 以 M 为 中 心 , at 为 半径 的 球体 Tx 中 的 变 点 , 积分 在 球体 To HET. DU 
定 解 问题 ( 式 (2. 136) — (2. 138)) 的 解 为 


fs I 
u! (M, D = ap, = = - ) dv (2. 146) 


并 将 其 称 之 为 推迟 势 。 

由 式 (2.146) 可 以 知道 , 欲求 M 点 处 上 时 刻 的 波动 问题 ( 式 (2. 136) — C2. 138)) 的 解 
uCM, t), 就 必须 把 以 M 点 为 球 心 ,at 为 半径 的 球体 TY 内 的 源 的 影响 都 全 加 起 来 。 WIB, W 
对 M 点 在 上 时刻 的 影响 ,必须 在 比 上 早 的 时 刻 r= 一 r/a 发 出 ， 因 为 扰动 以 速度 a 传播 必须 
历时 r/a 才能 传 到 M 点 , 换言之 ，M 点 受到 源 的 影响 的 时 刻 +， 比 源 发 出 的 时 刻 1 一 r/a B 
了 r/a, 故 称 之 为 推迟 势 。 

由 方程 组 (2. 133) 一 (2. 138) 即 得 到 三 维 空间 波动 问题 (2. 129) — (2. 131) 的 解 为 


La acl gMh 
uM, ) = u! +u! all. V2 as] 
M':—- 
a M’) /( dier ) 
tahet : as+ [| - dy (2.147) 
此 式 通 常 称 为 克 希 霍 夫 公 式 。 


例 2.8 求解 波动 问题 
u, = a° Au+2ly—t) (~œ < x, y, z < co) 
: lo =0 (2.148) 
u, lemo = z + yz 
解 : ual +u! , JE 


ul = a° Au! 
ul |-。 一 0 (2. 149a) 


ul d. = Z +yz 
ul = a Au! +2(y—t) 
š l2 = 0 (2.149b) 
ul |o = 0 
则 由 泊 松 公式 可 求 得 
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u! M, ) = aethai + ya (2.150) 
而 由 式 (2. 146) 有 
2 
EMT 
s! at D= da Hs li 


a 


— = S 
一 x 一 (2.151) 


[> +r sing sing— (-2)] eae 


r 


所 以 
u(M, D = u! +u! Sat that +yetty— i? (2.152) 


2.6 本 章 小 结 


1. 行 波 法 
行 波 法 始 于 研究 行进 波 , 其 解 题 要 领 为 : 
CD 引入 变量 代 换 , 将 方程 化 为 变量 可 积 的 形式 , 从 而 求 得 其 通 解 ; 
《2) 用 定 解 条 件 确定 通 解 中 的 任意 函数 (或 常数 )， 从 而 求 得 其 特 解 。 
由 于 大 多 偏 微分 方程 的 通 解难 以 求 得 , 用 定 解 条 件 确定 任意 常数 或 函数 也 不 容易 ， 所 
以 行 波 法 有 较 大 局 限 性 , 但 对 于 研究 波动 问题 而 言 , 它 具有 特殊 的 优点 。 
2. 达 朗 贝尔 公式 
(1) 无 界 弦 自由 振动 问题 
h —a'u, 一 0 
fie 0 -—gG) (=< z< co) 
uz, 0) = g(z) 
的 解 为 
w, D = [ee +a) eG — a] e gi Ye) da 
该 式 称 为 达 朗 贝尔 公式 。 


(2) 达 朗 贝尔 公式 的 物理 意义 。 由 任意 初始 扰动 引起 的 自由 振动 弦 总 以 行 波 的 形式 向 
正 、 反 两 个 方向 传播 出 去 , 传播 的 速度 恰好 等 于 泛 定 方程 中 的 常数 a, 这 就 是 达 朗 贝尔 公 


式 的 物理 意义 。 
3. 泊 松 公式 
定 解 问题 
us = atàu (~< z, y, z< co; t 0) 
: lo = PCM) 
u, |io = 90D 
的 解 为 


«M, 0 = tlale gon as .. 20) as] 


at 
该 式 称 为 泊 松 公式 。 
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4. 冲 量 原理 

欲求 解 纯 强 迫 力 f(z, ) 所 引起 的 振动 
up — aun = f(x, t) 
u, leo = 0 


的 解 (x, 6， 只 需求 一 系列 前 后 相继 的 瞬时 冲 量 f(z, r)Ar(0<<r<t) 所 引起 的 振动 
v,—a vw, = 0 
v, ler = fz, 1) 


的 解 v(x, t; r), 而 
ulz, D = fve, ts r) dr 
À 


3; Fh FR BE H nh Bt GR DT AR BE REA FL 71 2 $ Bi GE [8T ML 09 7 13s PR A hh EDGE 


5. 推迟 势 
定 解 问题 
u, —a' Au = f(M, t) 
: lemo = 0 
u |-。 一 0 
的 解 为 
A(M， (E) 
1 
“M.D = zl. - dv 
该 式 称 为 推迟 势 。 
J HB 2 
2.1 求解 初 值 问题 


u(x, 0) = cosx 
1 


=0 (~< z< œ) 


u,(z, 0) = e” 
答案 : ulr, t)=cosat coszt/e 
2.2 求解 弦 振 动 方程 的 古 沙 问题 ( 见 图 2. 11) 
u — u, 一 0 (~< z< eo) 
ie — z) = eG 
u(z, z) = g(z) 


wR (EPEE) -0 
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o x 


图 2.11 
2.3 求解 下 列 初 值 问题 


us + 2u,, —3u, = 0 
fi 0) = sinz 


uy. 0) = z 


: 
ER: a= sint) sin( 2-2) ++ ay 


2.4 用 行 波 法 证 明 
u,—au,-—0 
ie t) = g(t) 


u, Cts 0 = JO 
的 解 是 


u 


axe fabu ane Jü ca yaf cit fint 
-eE ss (e=) tS M Gesa, 


2.5 一 根 无 限 长 的 弦 与 x 轴 的 正 半 轴 重合 , 3E2E TER S. BERETA, 
0270 时 , 左 端点 作 微 小 横 振动 A sinwt, 求 弦 的 振动 规律 。 
0 Dc 
ER: ua = (<) 
Asino(: 一 三 ) (c=) 
2.6 半 无 限 长 的 杆 , 其 端点 受到 纵向 力 FOSA sinwt 的 作用 , 求解 杆 的 纵向 振动 。 


1 [e z 
Ligat a) *eG ao] e df aco d (6 <2) 


A 


a 
答案 : ua D = d Holta) Fg — aD] E| go da 
š 


+= Ë o a+ Es[es6(([ Z)-1] (> 2) 
2.7 在 无 限 长 传输 线 上 传播 的 电压 和 电流 满足 下 列 定 解 问题 
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u, +Li,+Ri —0 Co < z« 0, t0) 
i, + Cu, +Gu = 0 
ulz, 0) = g(x) 


i(z, 0) = EF) 
HA CR=GL, 试 求 该 传输 线 上 的 电流 和 电压 。 


ER: ul, 07k [gCGz—at) - gGz--at) - FGr—at) — FGz-at)] 
R 


2.8 求解 下 列 定 解 问题 
u, Un =t sinz u.s uy 
a) fe 0)—0 ; (2) fi 0)= 


uy. 0)=z 


inz; 


wu Gr, 0) 一 sinz 
u,—a'u, 一 工 u, —a u, = xe 
(3) ie 0-0 , (D = 0)=sinz 。 
u,(z, 0)=3 u Gr, 0)—0 
A 
ÆR: (1) t sinz; (2) sinz cosy t zy— 5; 
(3) 3at- Lax?! i (4) sinz cosatt G1 Gta) zte 


2.9 求解 定 解 问题 
un Qu, =0 (0«z«o,1»0 


ulz, 0) = gx) 


o ) 
us 0) = acl SS 
u(0, t) = g(t) 
答案 : 
" 1[7* 
gs aD er— a) [ae da (aa m0 
vanad eR 


Fiata) — eG — a] e Ef pa da (1 2) Gr —at <0) 
2.10 平面 偏振 的 平面 光波 沿 zx 轴 行 进而 垂直 地 投射 于 两 种 介质 的 分 界面 上 ， 和 射 光 

波 的 电场 强度 为 E— E, sino (1— z], 其 中 m 是 第 一 种 介质 的 折射 率 ， 求 反射 光波 和 透 

射 光波 。 

° (+m#<o, z<0) 


答案 : 反射 波 [+ 5 


EIE sio [+ t) (+ Eo, z>0) 
imataj- o (i5, >o) 
a | |2nE, 


ntn 


sims [| — 2) (m, z>0) 
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2.11 求解 下 列 初 值 问题 
u, —a Au = 0 
fe 0) = yz 


ur, 0) = zx 


ER: uM, d = iL [2 2 as+ |. e as]- az +yz 


2.12 求解 三 维 无 界 空间 的 纯 强 迫 振动 
Ws — a° Au = f, coset (fo 是 常数 ) 
fie 0 一 0 
ur, 0) 一 0 


答案 : QM, p= a cse 
2.13 ”试用 泊 松 公式 导出 弦 振 动 的 达 朗 贝尔 公式 。 
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第 3 章 分 离 变 量 法 


事实 上 ， 利 用 通 解法 求解 偏 徽 分 方程 的 方法 十 分 有 限 ， 大 量 的 定 解 问题 需要 根据 定 解 
条 件 确 定 特 解 。 分 离 变量 法 就 是 这 样 一 种 直接 求解 特 解 的 基本 方法 。 其 基本 思路 是 把 偏 微 
分 方程 通过 分 离 变量 的 技巧 分 解 为 几 个 常 微分 方程 ， 其 中 有 的 常 微分 方程 因 带 有 附加 条 件 
而 构成 本 征 值 问题 。 通 过 分 别 求解 各 个 常 微 分 方程 进而 利用 定 解 条 件 和 广义 傅 里 叶 展 开 确 
定 定 解 问题 的 解 。 本 章 结合 三 类 常见 的 数理 方程 讨论 有 关 分 离 变 量 法 的 基本 思想 和 应 用 
方法 。 


3.1 双 齐 次 问题 


当 定 解 问题 中 的 泛 定 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 时 ,我 们 称 之 为 双 齐 次 问题 。 针 对 双 齐 
次 问题 的 分 离 变 量 法 ， 是 对 三 种 典型 数理 方程 的 定 解 问题 普遍 适用 的 解法 ， 也 是 利用 分 离 
变量 法 处 理 其 他 非 齐 次 泛 定 方程 或 边界 条 件 问题 的 基础 。 以 下 通过 三 类 数理 方程 的 定 解 问 
题 来 说 明 这 种 方法 。 


3.1.1 有 界 弦 的 自由 振动 


考虑 一 根 长 为 ,两 端 (z 一 0，z 一 2) 固定 的 弦 (0 入 z 和 2), 给 定 初始 位 移 p(x) 和 初始 速 
BE pa), 求 在 无 外 力作 用 下 的 微小 横 振动 的 位 移 函 数 。 
显然 , 所 求 的 定 解 问题 为 : 


泛 定 方程 : 
u= au, OKIL) (3.1) 
边界 条 件 : 
£ b= 
(3.2) 
ul,.,—0 
初始 条 件 : 
t |== een (3.3) 
u, |,- = #(z) 


这 个 定 解 问题 属于 双 齐 次 问题 。 如 果 没 有 边界 条 件 ， 我 们 可 以 考虑 使 用 第 2 章 中 的 行 
WEAR. 但 是 , 由 于 边界 条 件 的 存在 ,因此 必须 考虑 新 的 求解 途径 。 我 们 注意 到 , 对 于 两 端 都 
固定 的 波动 问题 , 波动 在 两 端点 之 间 反 射 会 形成 驻 波 , 这 时 , 不 妨 设 正 行 波 为 


G= A cosa (v: 一 =) (3.4) 
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其 中 , A 为 波动 振幅 ; » 为 频率 ; À 为 波长 。 那么 在 端点 处 反射 波 的 表达 式 应 为 


uy =A cos2x (vr +£) (8.5) 
根据 驻 波 的 定义 ,形成 的 驻 波 方程 为 有 
u = uj + us = 2A cos2xvt cos es = XG)TO) (3.6) 


显然 , 待 求 的 定 解 问题 会 具有 驻 波 解 的 形式 ， 而 由 式 (3. 6) 可 以 看 到 , 驻 波 解 为 关于 空 
间 坐 标的 函数 和 时 间 的 函数 的 乘积 ， 即 x 一 X(Cz)T(z)， 也 就 是 说 ,如 果 可 以 将 泛 定 方程 和 
定 解 条 件 分 离 成 关于 空间 和 时 间 的 常 微分 方程 ， 然 后 分 别 进行 处 理 , 那么 我 们 就 可 以 得 到 
定 解 问题 的 解 。 因 此 , 不 妨 设 


ulz, t) = XTU) (3.7) 
将 式 (3.7) 代 入 泛 定 方程 (3. 1), 可 得 
XGOT'() = a X DTO (3.8) 
RA XT, 并 移 项 , 得 
X"G) TW 
XG) «TQ 98 


注意 到 等 式 两 端 分 别 为 不 同 自 变量 的 函数 ， 若 相等 只 能 等 于 共同 的 常数 ， 将 其 设 为 
一 4( 这 里 用 一 4 是 为 了 以 后 处 理 的 方便 )， 故 


xe - RA -—à (3.10) 

由 式 (3. 10) 可 以 得 到 以 下 两 个 常 微 分 方程 : 
X'G) AX (2) = 0 (3.11) 
TO) caa! TG) = 0 (3.12) 


显然 , 这 种 定 解 的 假设 使 泛 定 方程 从 原来 的 偏 微分 方程 转化 为 两 个 常 微分 方程 , 这 在 
某 种 程度 上 有 效 地 降低 了 问题 的 求解 难度 。 
由 于 u(z, #) 还 必须 满足 边界 条 件 , 因此 , 将 ulr D XGOTOMRVASKG. 2), 得 : 
XOTA —0 
XOT —0 
因为 我 们 是 为 了 求解 方程 的 非 零 解 vCz, D. 所 以 T a) 天 0。 这 是 因为 若 TG) —0, W 
ulz, = XG)TGO) —0, 即 为 零 解 。 故 有 
no -0 
XO = 0 
式 (3.14) 是 对 方程 (3. 11) 所 附加 的 边界 条 件 。 
这 样 一 来 , 问题 首先 归结 为 求解 一 个 含有 参量 4 的 常 微分 方程 (3. 11) 满 足 边界 条 件 
( 式 (3. 14)) 的 非 零 解 问题 ， 即 


(3.13) 


(3. 14) 


(3.15) 
X() —0, X) 一 0 


我 们 把 这 种 问题 称 为 斯 特 姆 - 刘 维 (Sturm-Liouville) 型 本 征 值 问题 。 只 有 当 ) 取 某 些 特 
定 的 值 时 ,方程 (3. 15) 才 有 非 零 解 ,我 们 把 A. 所 取 的 特定 值 称 为 本 征 值 ， 相应 的 方程 的 解 
X(z) 称 为 本 征 函 数 , 对 于 本 征 值 和 本 征 函 数 的 特性 , 我 们 将 在 下 一 节 中 详细 讨论 。 


oc -0 
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这 里 只 针对 方程 (3. 15) 求 解 本 征 值 问 题 ， 即 
(1) 3M ao 时 ,方程 为 X" 一 0， 其 通 解 为 人 
XG) = Ar +B (3.16) 
代 人 条 件 XC) —0, XC) —0, 得 A=B=0, BJ X(z)=0, 非 所 求 。 
(2) 4 A-CO 时 ,此 时 方程 的 通 解 为 


XG) = Ae + Be E (8.17) 
代入 条 件 X(0) 二 0, XCD —0, 得 
A+B=0 


1 


1 
这 里 ， aaia- | = =, | 2 sin /—110, 所 以 A=B=0, 仍然 有 X= 
e e 


0, 非 所 求 。 
(3) 3 A20 Bf, id ATE ARYO, 则 方程 的 通 解 为 
X(x) = A cosVAx + B sin Az = A coskr + B sinkz (3.19) 
同样 代入 条 件 XCO —0, XC) —0, 得 
A=0 
5 cos Al + B sindAl = 0 S20 
Bp 
A=0 
i (3.21) 


由 式 (3. 21) 可 知 , 要 找到 非 零 解 ， 只 能 令 B 天 0, 所 以 只 能 让 sinAL—0, 也 就 是 说 , 要 
找到 方程 (3. 15) 的 非 零 解 ,必须 让 


kl = M =n (n=1, 2, 3, =) (3. 22) 
所 以 
= nx ud ES 
k=” MH at (3.23) 
也 就 是 说 , RAH =n x! /Ë O1, 2, 3, «ORE, 方程 (3.15) 才 有 非 零 解 ， 即 
X,G) = sin Ta (3.24) 
我 们 把 =n /2 称 为 本 征 值 , 把 X, Cr) — sinnzz/1 称 为 本 征 函数 。 至 此 , 我 们 得 到 
了 本 征 值 问题 的 解 。 
现在 再 来 解 方程 (3. 12). HEES n = /P 代入 方程 , 得 
Tio EST, =o (3.25) 
它 的 通 解 为 
T.) = A, cos = +B, sin = (3.26) 


其 中 , A, B, 为 任意 常数 。 把 式 (3. 24) 和 式 (3. 26) 代 入 式 (3.7), 得 到 满足 边界 条 件 ( 式 
(3.2)) 的 特 解 是 
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ux, t) = X,GOT,G) 


= (A, cos "T + B, sin "7^1) sin n^ (—1,2,8,-) 8.2D 


这 样 一 来 ,我们 就 求 出 了 既 满足 方程 (3. 1) 又 满足 边界 条 件 ( 式 (3. 2)) 的 无 穷 多 个 特 
解 ， 这 些 特 解 是 不 会 直接 满足 初始 条 件 ( 式 (3. 3)) 的 。 但 是 可 以 发 现 : 满足 齐 次 泛 定 方程 及 
齐 次 边界 条 件 的 多 个 特 解 线性 琶 加 后 仍 满足 方程 及 边界 条 件 。 由 登 加 原理 ， 可 写 出 满足 齐 
次 边界 条 件 的 “ 通 解 ”为 


"PES (A. cos "7t + B, sin "Ts sin 7 (3. 28) 
此 时 , 我们 就 可 以 通过 选择 适当 的 系数 A,、B, 来 保证 解 满足 初始 条 件 了 , 即 把 式 (3. 28) 代 
人 式 (3.3)。 为 此 , 必须 有 


uz, £ |, = MA. sin £ = g(z) (3.29) 
=I 


u,(z, tD) lemo = >B, E s sin = = JG) (3.30) 
=: 


这 正 是 g(z) fll (z) lf) Fourier 级 数 展开 式 ， ARPAN A,. B, 恰好 应 该 
是 p(Cz) 和 %(z) 的 傅 里 叶 系数 ， 即 


A. = zf ga) sin "Er dz (3.31) 


-—À in "7. 
一 2.| we sin Tr dr (3.32) 


至 此 , 定 解 问题 ( 式 (3. D — (3.3) f, 其 解 为 式 (3. 28), A, B, 取 值 分 别 满足 
式 (3.31) 和 式 (3.32) 。 
由 以 上 结果 可 以 看 出 ， 有 界 弦 的 振动 可 以 看 成 是 一 系列 基本 振动 的 县 加 ,下 面 我 们 来 


讨论 解 的 物理 意义 。 
ERG. 28) 可 知 , 这 些 基本 振动 可 表示 为 

u,Cr, t) = N, sin(w,t — 6,) sin Fz (3. 33) 

其 中 Ni=AL+ BI; ww 一 下 2 6. 一 arctan Ë, GER us Gs o fatta, eSI teg 


l 
上 各 点 的 振幅 分 布 ， 80 5 s co, 是 弦 振 动 的 固有 频率 (或 本 征 频率 )，6, 
是 初 位 相 。 对 于 每 一 个 n, 弦 上 各 点 都 以 相同 的 频率 o, 初 位 相 0, 振动 。 当 zu。 一 mt/n(m 一 


O, 1, 2, =, Bf, Srze 一 sinmx 一 0， 即 这 些 点 振幅 为 零 ， 保持 不 动 , 称 之 为 节点 (连同 


两 端点 在 内 节点 共有 十 1 个) X n = PE Ck = 1, 2, = n) 时 ， 


sin Rz =sin x 一 士 1, 即 这 些 点 振幅 为 土 N,， 它 们 达到 最 大 值 , 并 称 之 为 腹 点 (及 


个 )。 弦 的 振动 <(z， D= Du 表 示 一 系列 振幅 不 同 、 频 率 不 同 、 位 相 不 同 的 驻 波 的 从 
加 。 其 中 ， 4 一 1 的 驻 波 称 为 基 波 ; 而 n>1 的 项 u, 称 为 n 次 谐 波 ( 如 n—2 的 驻 波 为 二 次 谐 
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W). 图 3.1 Bi T n=1, 2, 3 时 的 驻 波 振幅 的 形状 。 


o [a E 


图 3.1 驻 波 振幅 的 形状 示意 
通过 以 上 分 析 , 我 们 还 应 该 注意 到 : 
OD 双 齐 次 问题 中 的 “ 双 齐 次 ”保证 了 构成 “ 通 解 ”的 可 能 一 一 满足 齐 次 泛 定 方程 及 齐 次 
边界 条 件 的 若干 解 的 全 加 后 仍 满足 齐 次 泛 定 方程 及 齐 次 边界 条 件 。 
(2)“ 通 解 "的 另 一 保证 是 满足 齐 次 泛 定 方程 及 齐 次 边界 条 件 的 任意 解 均 可 表示 成 


ule, D) = X (A, cos PT + B. sin #76 ) sin 至 <, 这 一 点 是 由 [sio 号 | 作为 本 征 值 问题 


| 
X"G) AXG) —0 N 
X()-X()-0 IER INTEN, 

(3) 本 征 值 问 题 是 分 离 变 量 法 的 核心 问题 有关 本 征 值 问题 的 特性 我 们 将 在 下 一 节 中 
讨论 。 

(4) 分 离 变 量 法 是 一 种 适用 范围 很 广 的 解法 ,尽管 这 种 方法 是 从 波动 方程 引入 的 , 实 

际 上 也 适用 于 输 运 ( 扩 散 和 热传导 ) 问 题 和 稳定 场 问 题 ; 事实 上 , 通过 分 离 变 量 的 思路 ,只 
要 针对 定 解 问题 可 以 分 别 找到 各 自 变量 的 定 解 方程 , 都 是 可 能 利用 分 离 变 量 法 得 到 问题 的 
最 终 解 的 。 这 种 方法 还 可 以 用 于 多 个 自 变量 (不 仅 是 两 个 ) 的 定 解 问题 。 


3.1.2 均匀 细 杆 的 热传导 问题 


长 为 1 的 均匀 细 杆 , 侧面 绝热 , 杆 的 zx 一 0 端 保持 零度 , 另 一 端 z=! 处 按 冷 却 定律 与 
外 界 交换 热量 ， 设 外 界 温度 恒 为 零度 。 已 知 杆 的 初始 温度 分 布 是 p(x)，, 求 杆 上 温度 的 变化 
规律 。 

显然 , 该 定 解 问题 为 : 

EE JEE: 


Ju _ 2 u 


277 3s (3.34) 


= 88 — 数学 物理 方法 


边界 条 件 : 
:l=0 
i DEM (3.35) 
Cu, Gr, D +hu(z, 0] lam — 0 
初始 条 件 : 
ulz, D |,- = gl£) (3.36) 


其 中 , h=k/H, 上 是 热 导 系数 ，H 是 热 交 换 系数 ; 0-1, 00. 
泛 定 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 , 可 以 考虑 应 用 分 离 变 量 法 。 首先 , 将 分 离 变 量 形式 
的 试探 解 


ulz, D = XG)TQ) (3.37) 
代入 泛 定 方程 并 化 简 , 得 
XOT = XTA) — Yo - Iur =- (3.38) 
即 分 别 得 到 关于 XCz) 和 T(z) 的 常 微分 方程 
X'G) 十 MX(z) = 0 (3.39) 
T'G) +a’ T4) = 0 (3.40) 


同样 , 将 式 (3. 37) 代 入 边界 条 件 ( 式 (3. 390 , 得 
e D = XT = 0 


3. 
U D L huld, D = [XQ HAX DITO = 0 AH 


ox 
化 简 , 得 
d -0 
» (3.42) 
XO) - AX CQ) = 0 
联 立 式 (3. 39) 8563. 42), 构成 关于 X(z) 的 本 征 值 问题 , 即 
beu -0 
; (3.43) 
X() —0, X'(D +hX(D = 0 
以 下 来 求解 本 征 值 问题 ; 
(1) 34 A—0 时 ,方程 变 为 X" 一 0, 方程 的 通 解 为 
XG) = Ar +B (3.44) 
代入 条 件 XC) — B—0, 得 X (D -hXQO) — A--hAL—O, 得 A— B—0, Bl XCz)—0, 3E 
所 求 。 
(2) 34 AO 时 , 此 时 方程 的 通 解 是 
XG) = Ae + Be^* (3.45) 
代入 条 件 XC) —0, X'C)-AXGO) —0, 得 
A+B=0 
" (3.46) 
n —234ne*? —B( V-A — h)” = 0 
1 1 
这 里 ， sais #0, 所 以 A= B—0, 仍然 


(Tithe 〈 一 V 一 1 十 ji)e E 
有 X(z)=0, 非 所 求 。 
(3) 34 A0 Bf, ASK (k 为 实数 )， 则 方程 的 通 解 为 
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Xx) = A cosViz + B sindAz = A coskz + B sinkz (3.47) 
同样 代入 条 件 XC —0, X'XC)-AXQO) —0, 得 
A-0 
am cos AL + hB sinV = 0 Sn 


即 
ja =0 
(3.49) 
BC cos Al +h sin JM) = 0 


要 找到 非 零 解 ， 只 能 令 B 天 0, 所 以 只 能 让 YA cos VAL +h sinJAL—0, 也 就 是 说 , 要 找到 
方程 (3. 43) 的 非 零 解 ， 必 须 让 


tan AL --4 =£ (3. 50) 
即 
tany 一 一 ay (3.51) 
其 中 , y= li a d. 式 (3.51) 是 一 个 超越 方程 ， 利用 作 图 法 ， 可 以 求 得 它 的 解 为 7 7 
Hy Eb On DE sy <an y, CD， 如 图 3.2 所 示 。 
， y=tany 
-从 
图 3.2 超越 方程 tany= 一 cy 的 图 解法 
TE, 由 y=, 我 们 得 到 本 征 值 为 
L= u= 1 (m = 1, 2, =) (3.52) 
而 相应 的 本 征 函 数 是 
X.C) = sink,r = sin 2*z (3.53) 


l 
现在 再 来 解 方程 (3. 40), 将 本 征 值 i ck ERA. 得 
TX) - Ea! T() = 0 
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它 的 通 解 为 
T.() = Ce (3.54) 
其 中 , C, 为 任意 常数 。 至 此 , 得 到 方程 满足 边界 条 件 的 特 解 是 
u Gr, D = X,G)T,G) = Ce S sinkt (n=1, 2, 3, =) (3.55) 
这 样 ,我们 由 和 登 加 原理 可 知 合 成 “ 通 解 "x(z，b) 为 
ur, D = DXDT, OD = Doe sinkt (3. 56) 
e e 
将 式 (3.56) 代 入 初始 条 件 , 得 
u(z, D |y = Xe. sinb,r = gr) (3.57) 
ez 
即 可 确定 系数 C, 。 
不 难 证 明 ,本 征 函 数 族 (sink,z} (n=1, 2, …) 在 0<z<! 具有 正 交 性 ( 详 见 3. 2 节 )。 即 
sa sime dz =0 m) (3.58 


因此 ，C, 就 是 p(z) 在 0<zx<1 上 用 本 征 函 数 族 {sink,z} 展 开 的 广义 传 里 叶 级 数 的 系数 
(不 是 普通 的 全 里 叶 展 开 ,因为 妆 隋 ), 于 是 在 式 (3. 57) 两 端 乘 以 sik z, REEL, 1] 
积分 , 并 注意 正 交 性 , 得 
cf sink,r dz = re sin'k,z dx (3.59) 
m 


7 
f P(X) sin'k,z dx 
| ———— 


C, (3. 60) 


[sinka dz 
至 此 , 我 们 得 到 了 原 问 题 的 解 为 式 (3. 560 , 其 中 C, 由 式 (3. 60) 确 定 。 
3.1.3 稳定 场 分 布 问题 


首先 , 我 们 分 析 一 下 稳定 的 温度 场 分 布 问题 。 
如 图 3. 3 所 示 , 矩形 薄 散 热 片 的 一 边 > 一 0 处 保持 温度 为 fCz)，y 一 0 处 为 零度 ， 而 另 
一 对 边 z—0 和 z=a 处 绝热 , 求 散热 片 内 稳定 的 温度 分 布 wxCz，?) 。 
» 


图 3.3 定 解 问题 示意 
这 是 一 个 二 维 的 稳定 场 问题 ,该 定 解 问题 可 表示 为 
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Au—u,-cu,—0 (0«z«a, 0c y«b) 
w, lams = x, laas = 0 (3.61) 
u|,- = fz), u |,-, = 0 
因 定 解 问题 仍然 是 一 个 双 齐 次 问题 , 不妨 设 
ulz, y) = X(z)Y(y) (3.62) 
代入 泛 定 方程 并 整理 , 得 
KDY) 十 XCz)Y Gy) = 0 


即 
X --Yo (3.63) 
得 到 常 微 分 方程 ， 即 

Xz) -AXG) —0 (3.64) 

Y'G) -aYG) = 0 (3.65) 
将 u 代 入 关于 xz 的 齐 次 边界 条 件 并 化 简 得 到 

X'(0) = X'(a) = 0 (3.66) 
联 立 式 (3. 64) 和 式 (3. 660 , 组 成 本 征 值 问题 , 则 

X'(x) -AXG) 一 0 A 


X'(0) = X'(a) —0 

BUS = 20 时 , 存在 非 零 解 ( 详 见 3. 2 节 本 征 值 的 性 质 )， 所 以 ， 

OD 34 2=0 Bf, 方程 的 解 为 X(z)= Bz 二 A, 代入 边界 条 件 X (00 — X' (2) —0, 得 
B—0, A 可 以 是 任意 数 。 这 里 本 征 函数 为 

X(z)=A (3. 68) 

(2) M4A—4 70 时 ,方程 的 解 为 XCz) 一 B sinkz 十 A coskz, 由 边界 条 件 X'(0) = 
kB cos0—0, 得 B—0; X'(a) — —kA sinka—0, 得 sinka=0, Bl ka 二 nn。 因此 可 以 得 到 本 
征 值 为 


a= = (mmy (Qm = 1,2, =) (3.69) 
a 
则 本 征 函 数 为 
X,(z) = A, cos "ZE (3.70) 
以 上 两 种 情况 可 以 联合 表示 为 
2 
A = (至 
(2) (3.71) 
X, (x) = A, cos “ZE (n=0, 1, 2, =) 
把 4 代入 Y(y) 所 满足 的 微分 方程 (3. 65), 得 
Yo - *E yc) -0 (3. 72) 


a 
其 通 解 为 : 
Ys =C,y+D, (n=0) (8.73) 


ee 
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Y,GQ) = C, sh Fy + D, ch "y = E, sh Ey+F,) (n=1,2,.) (3.74) 


T, R=C+D Rb 全 
ax D, 
由 边界 条 件 u|, 2,0, 48 Y CO —0, 进而 由 式 (3.73) 得 
CG6D,-0 H C, =- (3.75) 
由 式 (3.74) 得 
E,sh E F.) =0 H F.=-—5 (CE 天 0) (8.76) 


至 此 , 可 以 得 到 满足 齐 次 泛 定 方程 及 齐 次 边界 条 件 的 特 解 为 
RF n=0) 
u,(z, y) = Xz)Y,(y) = (3.77) 


A, cos Er sh ^ —5 (a =1,2, =) 


其 中 , A,=A。D。; À,=A,E,. 


登 加 得 到 相应 的 通 解 为 
uz, y) = À, e 5a, cos "Ey. sh Ey — b) (3, 78) 
将 定 解 问题 ( 式 (3. 61)) 中 得 到 的 非 齐 次 边界 ul po = fGO A Est. 得 
À 十 $a. cos Ez sh( 一 2 ) fea) (8.79) 


显然 ,上 式 左 端 是 7(z) 关 于 本 征 函数 族 | cos 至 | 的 级 数 展开 ， 由 傅 里 叶 级 数 展开 定 
H, 得 


X, = lf fæ) dz (3, 80) 
š 
A = — Í cos X; dz (3.81) 
TE 


至 此 , 定 解 问题 的 解 可 表示 为 式 (3. 78)， 其 中 , A。、A, 由 式 (3. 80) 和 式 (3. 81) 决 定 。 

总 之 , 分离 变 量 法 是 把 未 知 函数 按 自 变量 (包括 多 个 自 变 量 的 情况 ) 的 单元 函数 分 开 ， 
如 令 ulz, 三 XX(z)T(z)， 从 而 将 偏 微分 方程 的 问题 化 为 解 常 微分 方程 的 问题 的 解法 , 其 
基本 步骤 是 : 

D 对 齐 次 方程 和 边界 条 件 分 离 变 量 ; 

(2) 解 关于 其 中 一 个 变量 (如 空间 因子 ) 的 常 微 分 方程 的 本 征 值 问题 ; 

(3) 求 其 他 各 常 微分 方程 的 通 解 ,与 (2) 中 求解 的 本 征 函数 相 乘 , 得 到 满足 泛 定 方程 和 
本 征 值 问 题 对 应 的 定 解 条 件 的 特 解 ; 

(4) REM, 得 到 原 定 解 问题 的 通 解 形式 , 由 初始 条 件 或 其 他 非 齐 次 边界 条 件 ( 后 者 在 
求解 狂 氏 问题 时 将 涉及 到 ) 利 用 广义 傅 里 叶 级 数 展开 确定 又 加 系数 ， 进 而 得 到 所 求 定 解 问 
题 的 解 。 
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分 离 变 量 法 的 基本 思想 和 步骤 可 以 用 图 3. 4 表示 。 


常 微分 方程 1 一 一 解 1 
本 征 解 一 一 
MIX) 

š 党 微分 方程 2 解 2 
间 PAER 边界 条 件 本 征 函数 
题 

C 本 征 值 问题 

ë 

r1 

条 

& 


所 求解 Thus 


确定 登 加 系数 


图 3.4 分 离 变 量 法 的 基本 思想 和 步骤 示意 


3.2 本 征 值 问题 


通过 上 一 节 的 讨论 可 以 看 到 , 方程 满足 边界 条 件 的 非 零 解 (或 称 为 平凡 解 ) 往 往 是 不 存 
在 的 , 除非 方程 的 参数 取 某 些 特定 的 值 。 这 些 特 定 的 值 叫 做 本 征 值 , 相应 的 非 零 解 叫做 本 
征 函 数 。 求 方程 的 本 征 值 和 本 征 函 数 的 问题 也 就 称 做 本 征 值 问题 。 也 就 是 说 , 在 一 定 的 边 
界 条件 下 , 求 含 参数 的 齐 次 常 微 分 方程 的 非 零 解 的 问题 即 为 本 征 值 问题 。 显 然 , 本 征 值 问 
题 是 分 离 变 量 法 的 核心 问题 , 直接 影响 定 解 的 结果 。 所 以 本 节 对 本 征 值 问题 的 一 些 基本 概 
念 和 性 质 作 一 讨论 。 


3.2.1 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 
斯 特 姆 - 刘 维 (Sturm - Liouville) 型 方程 的 形式 为 
low 2} [pz) — qla) ]y = 0 (3.82) 


其 中 , a<z<b; k(z)220; q(G)20; p1) 20 为 权 函 数 ; 4 为 参数 。 简称 S-L 方 程 。 
我 们 常见 的 贝 塞 尔 方程 


ZY xy! t —d)y—0 (3.83) 
可 写 为 
ig. [ez E =0 (3.84) 


z 
其 中 , &Cz) 一 zi ost; A—E' ; p(z) 一 1。 这 是 一 个 S- 工 方程 。 


同样 , 勒 让 德 方程 
(1—z)y—2zy +lUl+Dy=0 (3.85) 
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可 写 为 

[dx e 

&[a = yuqa Dy = 0 (3. 86) 
其 中 , kG)—1—2'; q(z)=0; 4 二 1(1 十 1); p() 1, 这 也 是 一 个 S- L JR. 


事实 上 , 任意 的 二 阶 常 微分 方程 
AGO" +B(r)y + [A — CG)]y = 0 


两 边 同 乘 以 pz) = 到 jie ， 均 可 化 为 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 


df Ru dy], TA ffe. g [fa]. _ 
i £44 CO UE D (3.87) 
fin, 对 于 厄 米 (Hemit) 方 程 Y 一 2zy' 十 2mny 一 0, 4 k= ,可 化 为 
FIERE 
žie Ph zre y=0 (3. 88) 


3.2.2 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 的 本 征 值 问题 


当 把 需要 求解 的 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 (3. 82) 附 以 给 定 的 第 一 类 、 第 二 类 、 第 三 类 边界 ， 
或 者 自然 边界 条 件 时 ， 就 构成 了 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 。 
1. 三 类 齐 次 边界 条 件 
对 于 常见 的 给 定 的 三 类 齐 次 边界 条 件 , 可 以 统一 表示 为 yz) 和 y(x) 的 边 值 ( 即 在 端 
点 a，5 两 处 的 值 ) 的 线性 齐 次 关系 ， 即 
A =0 3:85) 
y (b) — B,y(b) = 0 
其 中 , an ar. Bs B; 是 正 实数 , a, 和 a, 不 同时 为 零 , B, Mp 不 同时 为 零 。 
除了 以 上 给 定 的 边界 条 件 以 外 ,对 于 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 问题 , 还 存在 以 下 的 自然 边 
界 条件 : 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 ( 式 (3. 82)) 可 改写 为 


p kC) o Mz) ga), ， 
» RD + FTES y=0 (3. 90) 


2. 有 界 性 边界 条 件 
如 果 k(z) 在 区 间 的 端点 z= 二 a 或 z= 二 b 取 零 值 , 且 a 或 5 是 k(x) 的 一 级 零点 ， 即 
kCa) —0 或 &(6) 二 0。 不 妨 设 y (z) 是 方程 (3. 90) 的 一 个 有 界 解 ， 由 常 微分 方程 的 解 的 公 
R, 得 另 一 解 为 
»G 一 soff ies t] (3.9) 
可 见 , 方程 的 解 里 有 无 界 解 ( 因 为 解 与 1/k(z) 有 关 ), 这 种 无 界 解 通常 不 反映 实际 物理 
现象 , 理应 淘汰 。 所 以 在 零点 处 应 增加 相应 的 有 界 性 条 件 ， 即 
Ix» 1<<M E 1yW)I<M (3.92) 
其 中 ，M 表示 一 个 充分 大 的 正 数 。 式 (3. 92) 称 为 有 界 性 自然 边界 条 件 。 
如 果 端 点 变 为 a 一 一 oo( 或 5 一 十 oo), 则 要 求 未 知 解 在 该 端点 处 当 |z| 一 0 时 也 有 界 或 
者 趋向 于 的 有 限 次 宕 的 同 阶 无 穷 大 , 这 也 称 做 有 界 性 边界 条 件 。 
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itn, EERE EG —1—2a^, fE x— x1 处 的 k( 土 1)=1 一 ( 土 1)*=0, 且 为 一 级 
零点 ,在 端点 z 一 士 1 存在 有 界 性 自然 边界 条 件 。 
又 如 贝 塞 尔 方程 的 k(z)—=z, 在 一 0 处 的 值 &CO) —0, 且 为 一 级 零点 ， 所 以 在 端点 
r—0 也 存在 着 有 界 性 自然 边界 条 件 。 
3. 周期 性 边界 条 件 
当 A(z) 在 区 间 端 点 z— a 和 一 0 的 取 值 相等 ， 即 Ca) 一 上 (CO) 时 ， 通 常 还 可 以 给 出 一 
种 周期 性 边界 条 件 
y) = yla) 
y G) = yla) 
例如 , 对 于 方程 Cp) +n Dle) —0(—1, 2, e; 0g 200, 这里, k(z)=1, BJ 
A(0) 一 A(2r) 一 1， 所 以 存在 周期 性 边界 条 件 (0) — (2). 
我 们 可 以 由 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 附加 以 相应 的 线性 齐 次 边界 条 件 或 自然 边界 条 件 构成 
不 同 的 S-L 本 征 值 问 题 , 例如 ;: 
(D 4 a—0, b=l; k(z)=0, p(z)=1, BJ 
Iy +y = 0 
lo —0, y) =0 


(3.93) 


(谐振 动 方程 ) (3. 94) 


(D 4 a—0, b—p,, kGr) =a, q(z) =”, pr) = z, BU 
itunes a 
| y(0) |< M, (o) = 0 

(8) $ a——1, b=+1, k(z)=1—z, q(z)=0, o(z)=1, Bl 


(1—z)y" —2zy' - 3 1)y=0 
( 勒 让 德 方程 ) (3. 96) 
(oc naD PEN 


( 贝 塞 尔 方 程 ) (3.95) 


: 
(4) 4 a——1, b= 十 1; kGi)=1—z, qa) 7t pGO-1, 即 


ny, , m 
e =a t [ra S= t u T E ET 
| yC— 1) |< M, | yC- D |< M 
(5) $ a—0, b=2x; k(z)=1, q(z)=0, p) —1, BJ 
@'+m'@= 0 
io = B27) (3.98) 
$ (0) = @'(2x) 
求解 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 , 也 就 是 求 斯 特 姆 - 刘 维 问题 有 非 零 解 的 本 征 值 4 及 与 之 
相应 的 非 零 解 (本 征 函 数 )。 换 言 之, 我 们 把 在 相应 边界 条 件 下 , 使 常 微分 方程 有 非 平凡 解 
( 非 零 解 ) 的 4 值 称 为 本 征 值 , 与 此 4 值 相 应 的 解 称 为 本 征 函数 。 
例 3.1 求 本 征 值 问 题 


u(0) —0 (3.99) 


| =0 @<<r<m 
u'(G) 一 0 
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此 时 , &(z)==1, q(x) 二 0, p(x)==1。 分 别 作 如 下 讨论 : 
OD 当 4=0 Bf, 方程 的 通 解 为 u(x) 二 Az 十 B， 由 边界 条 件 x(0) —0, 得 B—0, 再 由 
u' (x) —0 得 A=0, B u(z)=0, 非 所 求 。 
(2) "A < 0 Bb, JE ROS u (z) = AF + Be， 由 边界 条 件 得 到 ， 
A+B=0 
lista 一 Me-AB 一 0 
(3) 34 410 时 ， 当 方程 的 解 为 wx(z) 一 A cos xz + B sin Viz， 由 边界 条 件 u(0) —0, 得 
A70, 即 uCz) — B sin Jaz, 再 由 边界 条 件 w(x) =0, 得 


， 此 方程 组 只 有 零 解 , A= B0, B) u(z)=0, ERR. 


BW cos Xx = 0 (3.100) 
显然 , 要 使 B20, W| cos/Az=0, Hi 
Vir= (n++)x Q0 1,2, = (8.101) 
因此 , 本 征 值 为 
a, = 人 到 六 (n=0, 1, 2，…) (3.102) 
相应 的 本 征 函 数 是 : 
uC) = sin PEL, (3.103) 


93.2. 给 定 柯 西方 程 为 


a^ w + xu! +u = 0 
ad ue 20 Q<: <o (3.104) 
求 其 本 征 值 和 本 征 函数 。 
对 给 定 方程 的 各 项 乘 以 1/z， 即 可 得 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 为 
i (» $8) au =o (3.105) 
其 中 , kl) =r, q(z)=0, p(z) 二 1/z。 柯 西方 程 的 解 是 z" 的 形式 , 其 指标 方程 是 
m+A=0 即 m= 土 iWA (3. 106) 
因此 ，, 方程 的 解 为 
ulz) 一 cz ex (3.107) 
利用 公式 z“ — e" "* —cos(a Inz) --i sin(a Inz), 得 
u(x) = A cos(Jà Inz) + B sinG/A Inz) (3. 108) 


其 中 , A、B 是 与 c,、c 有 关 的 常数 。 
利用 边界 条 件 wx(1) 一 0, 44 A=0, B u(z)= B sin Inz). 
再 由 边界 条 件 ule) —0, 得 


BasinW = 0 (3. 109) 
要 使 B#0, 则 sinJA—0, BIJA—nz(n—1. 2, =). MUREX 
一 (nm) (n=1,2, =) (3. 110) 


本 征 函 数 为 
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u(x) = sin(nx Inz) G.11D 
913.3. 解 周期 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 : 
uqa — 0 Cx<zr<m 
uC— zx) = ulr), u' C^ x) = u' GO 
TR k(z)=1, i A( 一 x) 一 A(x)， 因 此 存在 有 周期 性 边界 条 件 。 
事实 上 , 对 于 本 征 值 问题 , 总 有 本 征 值 ;之 0， 这 点 可 参考 下 节 的 内 容 。 
(1) 34 A—0 时 ,方程 的 通 解 为 u(x) 二 Az 十 B。 由 边界 条 件 u( 一 x) 二 u(x), 得 2zA= 
0, 即 A=0, u(z) — B. 再 由 w (—n)=u' (n), 得 (zx) 二 B 满 足 此 边界 条 件 , 且 是 所 求 的 本 
征 函 数 。 
(2) 34 A220 时 ,方程 的 解 是 u(z)= A cos Az + B sinViz。 代 入 边界 条 件 可 得 到 如 下 
两 个 方程 : 


(3.112) 


2B sinn = 0 (3,113) 
24W sin (8.114) 

对 任意 的 A、B( 不 为 零 ), 必须 有 
sinVix = 0 (3.115) 


由 此 ， 得 到 本 征 值 为 
A= m (an—1,2,8,7) (3.116) 
因为 对 任意 的 A、B, 都 有 sindAx—0. 因此, 我 们 就 得 到 与 同一 个 本 征 值 A, =n 相应 
的 两 个 线性 无 关 的 本 征 函数 u C) — cosnz fll u(z)=sinnz, 
因此 , 这 个 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 本 征 值 是 {xw*)}, 相应 的 本 征 函 数 是 {cosnz} 和 
{sinnz} (n=0, 1, 2, =). 


3.2.3 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 


斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 下 [Acz) 生 ] 十 Dip(z) 一 gCz)]y 一 0 和 齐 次 边界 条 件 (包括 周期 条 


件 ? 或 自然 条 件 一 起 构成 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 。 这 类 本 征 值 问题 具有 如 下 的 共同 性 质 
( 即 本 征 值 和 本 征 函数 的 性 质 )。 
性 质 1( 存 在 性 定理 ) 如 k(x) 及 其 导数 连续 , q(x) 连续 或 者 最 多 在 边界 上 有 一 阶 极 
点 , 则 存在 无 限 多 个 本 征 值 
ài < Shah L Àn < X. I (3.117) 
相应 地 ， 有 无 穷 多 个 本 征 函数 
X (z), ylz), y, (z), + (3.118) 
PR29383. IAE RRR HEDRER y, OEK, JERA n DEA. 
性 质 2 所 有 本 征 值 均 不 为 负 ， 即 
4.20 (n=1, 2,3, =) (3. 119) 
证 明 设 本 征 值 4, 及 相应 的 本 征 函 数 y,(z) 满 足 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 。 即 


dy, 
- po DJH =p (3.120 
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用 y, 乘 此 方程 两 边 , 并 逐 项 从 a 到 积分 , 得 
jo» dr =- f'y, &[ 2] dr + fay: dz 
e rptu 


" , "s " 
= hysyr lama — hynyn lamo +f ky. dr +Í qy dx (8.121) 


讨论 (3. 121) 等 式 右边 各 项 ,首先 有 |y? dz >o, [ayl dz > o (因为 4 均 大 于 
零 )。 再 看 第 一 项 yy Loss 如果 端 点 a 的 边界 条 件 是 由 (3. 89) 的 第 一 式 给 出 的 线性 齐 次 
边界 条 件 ， 则 

ayala) — ary, (a) = 0 (3.122) 
即 4G) = y. Q0 把 %(a) 代 和 人 第 一 项 , 可 得 
ky.» | 二 :一 Ë 2x]. 20 (3.123) 
如 果 端 点 a 是 自然 边界 条 件 , WEG —0, HERE yl 0. 
同 理 ,可 以 讨论 右边 第 二 项 对 于 给 定 的 齐 次 边界 或 者 自然 边界 均 有 


[RE Ë &x] z0 (8.124) 
z= 


另外 , 若 端 点 a, b 满足 周期 边界 条 件 ， 即 


ad -0 
j I (8.125) 
yala) = y, (0) 
此 时 应 有 , kla) =k), WRG. 121) 右 边 第 一 、 二 项 之 和 为 零 ， 即 
局 .| 一色: 一 0 (3.126) 
总 之 , 无 论 在 哪 种 边界 条 件 , 式 (3. 121) 右 边 各 项 之 和 均 大 于 等 于 0， 可 得 
jf ort dz 二 0 (3.127) 
注意 到 lost dz > o 可 得 
AQ RO (3.128) 


性 质 3 对 应 于 不 同 本 征 值 4,。 和 4, 的 本 征 函 数 y,(z) 和 y, GO» 在 区 间 [a, 6] 上 具有 
带 权重 p(z) 的 正 交 性 , BD 


i 
[ptos co»: (x) dz 一 0 Gn (3.129) 

证 明 本 征 函 数 y。(z) 和 %(z) 分 别 满足 
Au. Sayn AV. = 0 (3.130) 
Aü” -wi tigi =0 (3.131) 


x; 为 y, HARR. HRG. 130) 乘 以 y;， 式 (3. 131) 乘 以 yns 两 式 相 减 , 得 
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» dU». Uo] J+ A, 101 = 0 (3.132) 
将 上 式 逐 项 从 a Slo 积分 , 得 
£ ; 
anad oyayi dz = f eo 7x: gay] az 
b at b ^ 
= fyna, = |>: dky!) 
,.. RT £ b , “. 

= ky.», = fry, y, dz — Ry Yn ij kyy, dz 
= [hyny, —kvllh—U. Skys yille (3.133) 


先 讨 论 式 (3. 1338328 — BE» y, — y,» Jlar 如果 y, DM y, GE z=b 处 满 
足 齐 次 边界 条 件 ， 即 


B», By, (O) = 0, By, OD + Ry b) = 0 (3.134) 
给 上 面 两 式 分 别 乘 以 y,(z) 和 y, GO , 并 相 减 得 
Bi», — y, ] = 0 (3.135) 


因为 B MA 不 能 同时 为 零 。 所 以 , 若 及 天 0 时 ， DDR y, kyy |, =0; A =o, 
TREO 则 为 第 一 类 齐 次 边界 , 即 y.(6) 二 y,(6)==0, HERE, HUC y, Ryu: 一 0, 如 
3 y, 和 y, 满足 自然 边界 条 件 , 此 时 RO —0, BUDE y, 一 人 yy 11,70. 

同 理 , 可 证 式 (3.133) 右 边 的 第 二 项 [ky。y， 一 ky',y; ]|。 二 0， 即 对 于 齐 次 边界 和 自然 


边界 条 件 , HARG. 133) 的 右 端 为 零 。 
另外 , H y,(z) 和 y%(z) 满 足 周期 边界 条 件 


yO) = yla) 

bo = y'(a) $190. 

Wi k(b)=k(a), 所 以 式 (3.133) 等 号 右 端的 两 项 和 为 
Dy.» — ky nyn loa — [hy yn — bus de. = O (3.137) 

总 之 , 无论 在 哪 一 种 边界 条 件 下 ,总 有 
G, 一 or dz 一 0 (3.138) 
注意 到 当 4, 取 4, 时， 只 有 

fo dz—0 (3.139) 


即 正 交 性 得 证 。 

性 质 4( 广 义 傅 里 叶 展 开 定理 ) 本 征 函数 族 {y, (zx)} 在 定义 区 间 aco 上 构成 一 个 
完备 系 。 就 是 说 , 任 一 个 具有 一 阶 连续 导数 和 至 少 分 段 连续 二 阶 导数 的 函数 a), REE 
满足 本 征 函数 y, (x) (一 1，2，3，…) 所 满足 的 边界 条 件 ， 则 一 定 可 以 按 本 征 函数 系 
{y,(z)} 展 开 为 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 , 即 


fa) = 3o (3.140) 
其 中 , 系数 六 满足 
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[pto feos: co dz 


f.G) = (3.141) 


foaia dz 

关于 完备 性 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 ,相关 论题 可 参见 钱 敏 、 郭 敦 仁 翻译 的 “数学 物 
理 方法 : 第 一 卷 "( 科 学 出 版 社 , 1981) 。 这 里 我 们 仅 从 形式 上 推导 式 (3. MD. 

为 此 ,以 py? (z) 乘 以 式 (3.140), 并 在 a<z<6b 上 积分 , 得 


- pn 
[oto fas; co de= D ff oyayi G2 dz (8.142) 
。 21] 
再 利用 正 交 性 ( 式 (3. 129)), 可 得 
ç 
2 (z) dz = [esta dz (3. 143) 


所 以 ， 


[Co fas; co az 
人 
focosico dz 


这 也 是 式 (3. 14D, 
注意 , 我 们 把 式 (3. 140) 的 级 数 称 做 广义 伟 里 叶 级 数 ，f, 叫做 广义 很 里 叶 系 数 。 式 
(3. 141) 中 的 分 母 称 为 y,(z) 的 模 , 记 作 N,» Bl 


" 
N = fesa dz (3, 144) 
所 以 式 (3. 141) 也 可 改写 为 
" 
f. = do [Go fo»: GO dz (3. 145) 


如 果 本 征 函数 的 模 N。 一 1(z 一 1，2，…)， 就 称 为 归 一 化 的 本 征 函数 。 
对 于 归 一 化 的 本 征 函 数 族 {y,(z)}, 它 的 正 交 归 一 性 可 表示 为 


š 0 (mn) 
[oynay G) dz = à. -| iub (3.146) 
; Y (wa) 
其 中 ， 
bic p (m n) 
1 (mmn 
叫做 “8 符号 ”。 


若 本 征 函 数 y, (z) 不 是 归 一 化 的 ( 即 N. 天 1),， 则 只 要 除 以 模 ( 这 是 个 常数 )， 也 就 成 了 
归 一 化 的 本 征 函 数 了 。 因此, 它 的 正 交 归 一 性 可 表示 为 
fpc». G0»: G az = Niam = IR RR (3. 147) 
; NL (m= n) 


A RE E PROC 1E 22 OR R TES B0 f E E: XT PS 3k 8k” X 18 E pr RETE BERE HO — A 3ERI 
913.4 求 函 数 y(z) 一 sin ia (reds n=1, 2, 8, =), p(z) —1 的 归 一 化 系数 ; 


并 将 f(z) 一 xz(0<z<DD 按 本 征 函数 族 {sin "Ez } 展 开 成 传 里 叶 级 数 。 
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解 : 先 求 函 数 的 模 方 
N= fo sin? ZZZ dz = Í. sin? "ZZ dr 一 


所 以 , 归 一 化 系数 为 


(3. 148) 


(3.149) 


[ 
mm 


即 为 了 使 函数 sinCnxz/0) 在 区 间 [0, 1] EVI — fes 可 将 它 除 以 模 V173 即 可 。 
因为 | sin "EE sin "YE dz = 0(m # n), 于 是 函数 族 CD) 一 sin E qe, 2, 
…) 是 在 区 间 icu) ENERE RAR., 


RE EEI ER 
fa = z= = > c, sin Fr (3.150) 
= 
其 中 , 系数 
ip 
C = =l. pGO f Gy: (z) dz 
- 3[ z sin Hr dz = p 21 (3.151) 
因此 ， f(z)==z 的 展开 式 为 
fas = HS ED sn Fr (3.152) 


93.5 证 明丽 数 族 | -|(0<z<<2x， n=0, +1, +2, …) 是 一 组 正 交 归 一 的 函 


数 族 。 
证 明 利用 正弦 和 余弦 函数 的 正 交 性 ,可 得 


[oco dz = fe =e dr = òm (3.153) 
所 以 函数 族 | -| oen n—0, +1, +2, …) 是 一 组 正 交 归 一 的 函数 族 。 
最 后 需要 指出 , 对 于 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 ,除了 周期 性 边界 条 件 以 外 ,都 是 非 简 
并 的 ( 即 对 应 于 一 个 本 征 值 ， 只 有 一 个 本 征 函数 ) 。 


3.3 非 齐 次 方程 的 处 理 


上 一 节 定 解 问题 中 的 “ 双 齐 次 ”保证 了 方程 和 边界 条 件 的 变量 分 离 ， 从 而 才 可 以 利用 分 
离 变量 法 求解 。 那 么 对 于 非 齐 次 方程 , 齐 次 边界 条 件 的 情况 ， 又 应 该 如 何 使 用 分 离 变量 法 ， 
本 节 对 此 作 一 讨论 。 

3.3.1 本 征 函 数 展开 法 
例 3.6 求解 一 个 两 端 固定 的 弦 ( 或 杆 ) 的 纯 强 迫 振动 问题 的 定 解 问题 ， 即 
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u, = au, + fla, t) 
: l-.,—4«l.-20 (OKIS, t20) (3.154) 
u|,- = u, lemo = 0 
注意 , 这 个 泛 定 方程 中 存在 非 齐 次 项 f, 1), 不 能 实现 变量 分 离 。 因 此 ,采用 非 齐 次 
线性 常 微分 方程 的 常数 变易 法 的 思路 来 处 理 这 个 问题 。 


COD 求 对 应 的 齐 次 问题 的 本 征 函数 。 式 (3. 154) 对 应 的 齐 次 问题 为 


t = au, 
(8.155) 
ul..—ul.,—0 
令 ulz, D — XGOTG) 4 BUE BE, 得 本 征 值 问 题 
人 十 MX(Cz) = 0 本 
X(0) —0, XW = 0 
它 的 本 征 值 和 本 征 函 数 分 别 为 ( 见 3. 1 节 ) : 
mr 
a 
(8.157) 


(2) 本 征 函 数 展开 法 (常数 变易 法 ) 。 仿照 常数 变易 法 的 思路 ， 直 接 令 满足 式 (3. 154) 中 
的 解 为 


ua, D = DT sin As Qi 1, 2, =) (8.158) 
=: 
并 将 它 代入 到 方程 (3.154) 中 , 得 到 
RS xa 
PD [TD + T.c] sin Er = f(x, D (3.159) 


此 等 式 的 左边 可 以 看 成 是 函数 Ge DIFA z FAEM | sin "s toon ct 
JEJE, HEEL, 由 傅 里 叶 级 数 展开 的 系数 公式 , 有 


n 
TO + T - T.) = fO (3.160) 


其 中 ， 
f.) = Ef fæ D sin Re dz (3.161) 
s 


再 将 式 (3. 158) 代 和 人 定 解 问题 ( 式 (3. 154)) 的 初始 条 件 , 得 


ZTCO) sin Tz 一 0 
(3.162) 
E T.CO) sin "X, — 0 


l 
Pr 


即 T,CO)—0, T,(0) —0, # jk, 得 到 关于 T, (7) 的 二 阶 线性 非 齐 次 常 微分 方程 的 求解 问 
题 为 


É (3.163) 


2 run 
E TET O = f 
T.() = 0, TLO) = 0 
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由 常 微分 方程 的 常数 变易 法 (或 者 本 书 中 的 积分 变换 法 ), 可 得 其 解 为 
TD = EST sin "4 (1— c) de (3. 164) 
所 以 , 定 解 问题 ( 式 (3. 154)) 的 解 为 
ulz, t) = >[ 
其 中 , 大 (5 由 式 (3. 161) 确 定 。 


通过 以 上 的 求解 过 程 可 以 看 到 ,之 所 以 称 为 本 征 函 数 展开 法 ， 主 要 有 两 层 含义 : 一 是 
直接 将 定 解 问题 的 待 求 解 采用 常数 变易 的 思想 展开 成 本 征 函数 的 级 数 形式 wx(z, D 一 


如 TCD sins, 二 是 将 泛 定 方程 中 的 非 齐 次 项 Gs DURAS E ot [sim Fe et n 


级 数 的 展开 。 所 以 , 我 们 称 这 种 方法 为 本 征 函 数 展开 法 ， 又 称 为 固有 函数 法 或 者 常数 变 
易 法 。 

显然 , 用 本 征 函数 法 解 定 解 问题 的 步 又 是 : 

(1) 利用 分 离 变量 法 确定 定 解 问题 对 应 的 齐 次 问题 ( 即 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 ) 的 本 
ERM. 

(2) ETE f& [8] BE tP 09 81 ER CHE DA E AR P| 88 05 Ae GE PS 3k fE O 300 ME nF KUR OF, E 
开 系 数 为 男 一 变量 的 函数 (常数 变易 法 )。 代 入 非 齐 次 泛 定 方程 和 初始 条 件 ， 比 较 展开 系数 
就 得 到 关于 另 一 变量 (如 时 间 变量 ) 的 非 齐 次 常 微分 方程 的 定 解 问题 ， 利 用 常数 变易 法 或 积 
分 变化 法 可 求 得 其 解 。 

(3) 把 所 求 的 解 代入 未 知 函 数 的 展开 式 中 , 便 可 得 到 原 定 解 问题 的 解 。 

例 3.7 求解 外 力作 用 下 两 端 自由 的 弦 振 动 的 定 解 问题 


Lf Fa sin EG — O dr] sin zz (3.165) 
IE 1 


u, = alu, + f(z, t) 
u, leno = u, lom = 0 O< r<, :2>0 (3.166) 
ul. = g(z), u, lemo = 9G 
SR. CO 相应 的 齐 次 定 解 问题 为 
u, = au, 
| (8.167) 
u, leo = w, lui = 0 


4 ulz, D = X(z)T(t), 则 相应 的 本 征 值 问 题 为 
[boron 一 0 
X'(0 = X'(D —0 
由 式 (3. 71) 可 知 ,这 个 本 征 值 问 题 的 本 征 值 为 4, = (nx/1)*， 本 征 函 数 为 
X(z)=A, cosnrz/l (n=0, 1, 2, =) 
(2) 本 征 函数 展开 : 将 原 问题 的 解 设 为 


ulz, t) = X>) V.GD X.C) = Xv. (D cos T= (3. 169) 


(3. 168) 


Ee 


将 解 代入 泛 定 方程 , 并 将 f, ) 按 本 征 函 数 X,(z) 展 开 , 得 
Šv. (D cos T = =v, = (ey SUL 53/2 (2) cos ZTE (3.170) 
=: D l 


= 
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其 中 AO = Ff re, D dz, o = zy fz, D cos PEZ dz, J& fC, 已 的 本 征 函 数 展 


开 系数 。 由 于 (cos TT | 的 正 交 性 ,因此 有 


VO (y V,GO) = f,O (8.171) 
(3) 将 ulr, DRADER, 并 将 p(x) 和 ylz) 采 用 本 征 函数 展开 ,可 得 
nnz 


ulz, 0) = xv. (0) cos FE = g(z) = 3. cos "7 — V,(0) = g, 


= 


o 0) = Xv cos RE = yl(z) = 5n cos BE V; (0) 一 内 
其 中 , g(z) = p 十 Xe cos "7E, 4G) = & + > cos 一 = 。 由 仁 里 叶 展 开 系 数 得 到 
Wo E eG) dz, e, — -i[ gla) cos". dz, 同 理 ,内 = af EE zf "e 


cos rm dr, 


至 此 , 得 到 V,(z) 满 足 的 方程 和 定 解 条 件 为 
Va + (v.o = fa 


V.O = g, (n=0, 1, 2, =) (8.172) 
V.) = g, 

该 方程 可 采用 二 阶 线性 常 微分 方程 的 解法 进行 求解 ,其 解 为 
VD = e ac KOG dr (n=0) (3.173) 


nxat 
l 


Ly, sin T 十 r [r.o sin ED de (3,174) 
pum 


V,G) = e, cos 7 


所 以 ， 原 问题 的 解 为 
` u(z D = n +&t+ »IE cos zat 1 sag, sin I0) cos "t 


*[Aoo-o dr 十 > jo sin fre dr — (3.175) 


对 于 以 上 的 求解 需要 说 明 的 是 : X 4" s f [n IB rh h 32:062 Sz Ec BI DL BURNS E: DADA 
引起 的 : 一 部 分 是 外 加 强迫 力 , 由 非 齐 次 项 f Cx. DME: 另 一 部 分 是 初始 状态 , 由 初始 条 
件 ulo =pl), ulis 7 9GOBMISE. 因此 ,本 题 的 解 还 可 以 设 定 为 


ulz, t) = ul (x, t) +u! (z, t) (3. 176) 
其 中 , u! (z, Oden Dui 713 i P9 3: 8 zh, 满足 定 解 问题 
ul = atul + f(z, t) 
ul |. = ul | 一 0 (O< r<, t>0) (3.177) 
u lo = 0, u |, = 0 


而 u" (z, OREMUS SUE 0032135, 满足 定 解 条 件 
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ul = au 
| | ,三 三 -二 0 (Qxzrxditmo (3.178) 
u! |o = eG), ul |, = 9G) 
不 难 验 证 , 定 解 问题 ( 式 (3. 177) 和 (3. 178)) 解 的 和 就 是 原 问 题 的 解 。 这 种 线性 县 加 原 
理 的 思想 简化 方程 的 求解 也 是 我 们 求解 数学 物理 方程 的 一 个 基本 技能 。 
本 征 函数 法 不 仅 对 波动 方程 适用 ,对 其 他 数理 方程 同样 适用 。 
例 3.8 求解 定 解 问题 
u,—a'u, 一 Asinwt 
fe =0, u, l =0 (Qxz«lLltz0 (3.179) 


ul. = 0 


解 : 对 应 的 齐 次 方程 的 本 征 值 问题 为 


X+AX=0 
io 一 0 
X'Q)-0 
由 例 3. 7 知 , 求解 得 本 征 值 为 ,一 (nx/2)”， 本 征 函 数 为 X) = A, cos "77 (10, 1, 
2，…)。 
Wo 
u= DT, cos Fr (3.180) 


代入 式 (3. 179) 的 泛 定 方程 和 初始 条 件 , 得 


> [To + (e) 1.0] cos! = A singt 
a 


js (3.181) 
DT, cos #75 =0 
比较 等 式 两 边 按 本 征 函数 族 (cos PEE | BEERE AREA, (8 
Pe = Asinwt (000) Gri 
T,(0) —0 n i 
: may = 
Pom PTOS 1$ (3. 183) 
TO —0 
解 之 , 得 
(3.184) 


D = AG — cosy) 
» 


T(0-0 (-1,2,-) 
由 式 (3. 180) 和 式 (3. 184) 合 成 原 定 解 问题 的 解 为 
ulz, D) = 2a — coswt) (3.188) 
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3.3.2 冲 量 原理 法 

求解 非 齐 次 泛 定 方程 对 应 的 定 解 问题 还 可 以 采用 第 2 章 中 的 冲 量 原理 法 。 在 这 里 ， 仍 
然 考 虑 边界 条 件 和 初始 条 件 是 齐 次 的 。 由 上 述 分 析 可 知 , 这 其 实 无 损 于 一 般 性 。 

例 3.9 利用 冲 量 原理 法 求解 两 端 固定 的 弦 ( 或 杆 ) 的 纯 强 迫 振动 问题 的 定 解 问题 ( 同 
例 3.1)。 


u, = alu, + f(z, t) 
ul, = u lym = 0 (Qszzrzltm0o 


u lemo = u, |, 


u, 7a! u, + f(x, 
事实 上 ， 如 时 没 有 边界 条 件 ， 定 解 问题 | YE s ”可 以 根据 冲 量 原理 化 为 一 


ulemo 7l, = 


=a 
Kamea Me 的 县 加 , BU 
vl... 70, vl, — fi, r) 
ulz, D 一 f t t) dr (3. 186) 
解 : 仿照 这 种 做 法 ， 根 据 冲 量 原理 ， 先 求解 
Vu 一 av, 
Fs 1-0 (3.187) 
v lime = 0, vl. = fi z) 
根据 3.1. 1 节 的 求解 , 令 T=:—r, 可 以 求 得 
vlz, t; r) = Ys, sin FtG — r) sin "E (3.188) 
=: 


其 中 
ES 
nma. 


进而 就 可 以 求 出 w(z， D) = [vns ts D de, 因 这 种 方法 利用 了 冲 量 原理 ， 所 以 称 为 冲 


量 原理 法 。 

显然 , 容易 验证 冲 量 原理 法 得 到 的 解 分 别 满足 泛 定 方程 和 定 解 条 件 ,， 所以， 冲 量 原理 
法 在 数学 上 是 成 立 的 。 另 外 , 需要 指出 的 是 , 不 仅 是 波动 方程 , 如 果 是 输 运 方程 , 同样 也 可 
以 考虑 使 用 这 种 求解 方法 。 


3.4 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


以 上 几 节 讨论 的 问题 都 是 基于 齐 次 边界 条 件 的 ， 但 我 们 所 遇 到 的 实际 问题 并 非 都 是 这 
样 ,往往 是 非 齐 次 边界 条 件 的 比较 多 , 那么 对 非 齐 次 边界 条 件 怎么 处 理 呢 ? 

总 的 原则 就 是 : 设法 将 非 齐 次 边界 条 件 化 为 齐 次 的 ， 即 通过 一 适量 代 换 使 新 未 知 函 数 
满足 齐 次 边界 条 件 。 由 于 定 解 问题 是 线性 的 , 利用 疤 加 原理 便 可 以 实现 边界 条 件 的 齐 
次 化 。 


; 
[ e, © sin Fz dz 
; 1 


第 3 章 分 离 变 量 法 ed 


3.4.1 边界 条 件 的 齐 次 化 原理 


以 下 面 定 解 问题 来 说 明 边界 条 件 齐 次 化 的 一 般 方法 。 
例 3.10 求解 自由 振动 问题 


u, —au, 一 0 

: lamo = 8C), u lomi = hU) (3. 189) 
u |,- = eG» u, |,-, = 9G 

解 ; 它 的 边界 条 件 x|,-。 二 g(t),u|,-, 二 h(t) 是 非 齐 次 的 。 此 时 , 车 将 分 离 变 数 形式 的 


M uC, 0 一 X(z)T(0) 代 入 这 个 边界 条 件 ,就 会 得 到 X(0) o EO, xu) - EO ege 


确定 的 值 ， 因 无 法 对 边界 条 件 分 离 变量 ,所 以 首先 必须 把 边界 条 件 齐 次 化 。 
为 此 , 引入 新 的 未 知 函 数 vr, 2) 和 辅助 函数 war, 4+), 令 


ulz, t) = vlz, t) +u(z, t) (3. 190) 
如 果 能 够 找到 一 个 恰当 的 已 知 辅助 函数 w(x, 1), 使 它 具备 性 质 
£ l2 = g() 
(3.191) 
w lami AQ 
则 新 的 未 知 函数 vr, D = 二 w(x, t — wr, 1) 便 满足 齐 次 边界 条 件 ， 即 
" ee (3.192) 
vla = 0 
这 样 , HÆMME, 把 式 (3. 190) 代 入 式 (3. 189), 得 到 关于 vr, 4) 的 定 解 问题 , 即 
v, —a'v, =— (w, — wy) 
p 9,vl,.,—0 (3.193) 
v |o = eG) — wlz, 0), v, lieo = dG) — wr, 0) 


这 正 是 上 节 讨 论 的 带 有 齐 次 边界 条 件 的 非 齐 次 泛 定 方程 的 定 解 问题 , 可 用 本 征 函数 法 
来 求解 得 到 v(z，59， 从 而 得 到 原 问题 的 解 w(x， D. 

由 此 看 来 ， 问 题 的 关键 是 寻找 一 个 具有 性 质 ， 即 式 (3. 191) 的 辅助 函数 war, D. 

实际 上 , 对 于 任意 给 定 的 *， 满 足 式 (3. 191) 的 wCr, 1) 应 该 是 : PL z - o 平面 上 
[0，&g(2)] 和 [4 h(z)] 两 点 的 任 一 曲线 。 这 种 曲线 有 无 数 条 ,最 简单 的 是 一 条 直线 ,所 以 令 


wlz, D = AG BG) (3.194) 
RAPAL, g CO TRILU, AO], 得 到 
od END (3.195) 
AQ) + I+ BG) = AG) 
从 而 求 得 
BO) = g(t) 
fio - tozo (3.196) 
故 有 


wea, D = OLEO, qo) (3.197) 
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显然 , 由 于 g(t) 和 有 h(z) 为 已 知 函 数 , w(x, 1) 就 是 一 个 确定 的 已 知 函 数 。 至此, 将 定 解 问题 
(3. 189) 化 为 定 解 问题 (3. 193) 即 可 以 求解 原 问题 了 。 

例 3.11 ZH z—0 固定 , 迫使 另 一 端 z 一 ! 作 谐 振动 A sinet, 3E AE IR i A 
初始 速度 都 为 零 , 求 弦 的 振动 。 

解 : 这 个 定 解 问题 是 


u, — au, = 0 

: lao = 0, u |m = A sinat (0 < z < tz 0) (3.198) 
u |o = 0, u, |,-, = 0 

设 u(z, t =u(z, t +xo(z, t), RARG. 197) 令 辅助 函数 


wa, D = Ashot. 十 0 一 A. singt (3.199) 


方程 变 为 

Tub 人 

v lamo = Os v lam = 0 (3. 200) 
Aor 


v lemo = 05 w lm =— 77 


又 令 vlz, 0) —v! (x, 0--v! (x, Ds HP v! (z, 0 v! Cr, 04 BIETER 
vi —atol = 0 


v! lamo = 0, v! |,-, = 0 (3.201) 


v |. = 0, v |... = 0 $3 00D) 


v! |,- m0, ls = 0 
分 别 采 用 双 齐 次 问题 的 分 离 变量 法 和 非 齐 次 泛 定 方程 的 本 征 函 数 展开 法 解 得 


vG.D- xc D'i did - sin PEG, sin HE 


1 e op ol SH MNEOR sin 2X. 

soc D = DD l TA nn ] s n 
HP, w, =nra/l, 

至 此 , 我 们 得 到 原 问题 的 解 为 w(z, D — v! (z, cv! lr, O +u(z, D. 


3.4.2 其 他 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


1. 第 二 类 非 齐 次 边界 问题 

以 上 处 理 非 齐 次 边界 条 件 的 齐 次 化 原理 , 主要 适用 于 第 一 类 非 齐 次 边界 条 件 。 如果 出 
现 第 二 类 非 齐 次 边界 条 件 , 则 需要 适当 选择 辅助 函数 w(z, 1) 为 z 的 二 次 项 来 处 理 , 否则 
系数 ACO RI BC) 将 无 法 确定 。 
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例如 , 给 定 的 边界 条 件 是 ze|.-。 一 g8(i)，zx-|.-, 王 At)。 为 了 使 边界 条 件 齐 次 化 ,需要 
函数 wlr, DRE w, l-0580), w, luo m hGD ， 此 时 若 选 mw 一 ACD)z 十 BCGD)， 则 无 法 将 边 
界 条 件 代 人 来 确定 ACORI BCO 。 但 若 选择 


w= AQ + BGx (3. 203) 
Ju 
p l,-. = 2AQ) * 0 + BO) = glt) 
(3. 204) 
w, laz = 2AQ) * L+ BG) = h(t) 
由 此 , 得 
(3. 205) 


pe = ha) i 


B) = ga) 

这 样 , 我 们 就 确定 了 辅助 函数 war, D. 

2. 非 齐 次 边界 的 特殊 处 理 

按照 上 述 的 一 般 处 理 方法 , 边界 条 件 的 齐 次 化 的 同时 会 导致 泛 定 方程 和 初始 条 件 的 非 
齐 次 化 , 求解 比较 麻烦 ， 能 否 有 比较 简便 的 方法 呢 ? 事实 上 ,如果 我 们 能 够 在 选取 辅助 函 
数 w(z, 幻 时 稍微 改进 一 下 , 找到 一 个 既 满足 非 齐 次 边界 条 件 , 同时 又 满足 齐 次 泛 定 方程 
的 辅助 函数 , 那么 定 解 问题 就 会 化 为 关于 新 的 未 知 函数 v(z, 4) 的 双 齐 次 问题 , 从 而 大 大 简 
化 了 计算 。 

例 3.12 利用 新 辅助 函数 方法 求 定 解 问题 


u, —a'u, 一 0 
: |.- = 0, u lp, =A sinwt (0< x«l, tz 0) 
u limo = 0s u, |,- = 0 
解 : 例 3. 11 中 在 选择 辅助 函数 时 只 考虑 了 边界 条 件 的 齐 次 化 , 这 里 ,我 们 为 了 得 到 关 
于 新 的 未 知 函 数 o Ce, 7) 的 双 齐 次 问题 , 即 试图 找到 一 个 既 满 足 非 齐 次 边界 条 件 , 同时 满足 
齐 次 泛 定 方程 的 辅助 函数 。 因此, 设 wx(z, D — Gr. t)+Hwlr, t), ikwa, OW 


fe —a'w, = 0 
(3.206) 
w |o = 0, w |,-, = A sinwt 
参考 式 (3. 1990 , 采用 常数 变易 法 的 思想 , 不 妨 令 
wlz, t) = Af (x) sinwt (3. 207) 


只 要 能 够 确定 恰当 的 f(z), 使 得 式 (3. 206) 成 立即 可 。 因 此, 把 式 (3. 207) 代 入 式 
(3.206), 得 


Ven sinwt + a! Af" (x) singt = 0 3.205 
Af) sinwt |,-, = 0, Af CD sinot |,_, = A sinot ` 
Bp 
z 
(z) 95 f(x) = 0 
y PES (3. 209) 
SO lano = 0, fD |, = 1 


解 这 个 二 阶 齐 次 常 微分 方程 ， 可 得 
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— sin(wr/a) 
fa) = "sin(al/a) (3. 210) 
即 
( = A SinGer/a) .. 
wlr, D— A aeda sinet (3.211) 


代入 u(z, D) Gr, D wG, t), 可 得 v(x, 为 满足 的 方程 为 


v,—a v, = 0 


v|...—0,vl,..,—0 (3.212) 
vla = 0, v, lo =— Ag SPa) 
SAT NAE les sin(al /a) 
显然 , 这 是 一 个 双 齐 次 问题 , 我 们 可 以 方便 地 利用 3. 1. 1 小 节 的 解 得 到 v(Cz, OTROS. 
NEUES 1 , nza, HK 
va D = = > in sin Fr (3. 213) 
至 此 , 原 问题 的 解 为 
— A sin(er/a) |. 2Aw x 1 n nza, o na 
ulz, t) = 1 sintol/a) inat 十 al D On sin * sin Tz 


(3. 214) 
903.13. 求 如 图 3.5 所 示 的 半 带 形 区 域内 的 电势 uC, 0. 已 知 边界 z=0 和 y=0 上 
的 电势 都 是 零 ， 而 边界 r—a 上 的 电势 为 xo( 常 数 ) 。 


» 


图 3.5 半 带 型 区 域 的 电势 分 布 示意 
解 : 该 定 解 问题 为 


us +u, =0 
u |o = 0,u|,-. =u (0< r< a, 0C< y< °°) (3.215) 
u|,- = 0 
为 了 使 关于 变量 z 的 边界 条 件 齐 次 化 , 令 
ulz, y) = vlz, y) + wz, y) (3.216) 


由 式 (3.197) 得 


wlr, y) = Sr (3.217) 


于 是 v(x，y) 的 定 解 问题 是 
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v.v, = 0 
ul. = 0s v lama = 0 (O< r<a,0< y<°e) (3.218) 
vl, =— z 


同样 是 双 齐 次 问题 。 利 用 分 离 变量 法 求 得 其 解 为 
u(z, y) 一 Dae? + B,e 7) sin m 
其 中 ,A, MB, 为 待定 常数 。 
注意 到 当 yo 时, u(x，y) 应 是 有 限 的 (自然 边界 条 件 )， 即 
u |, = 有 限 值 (3.219) 
所 以 4,=0。 


Bin VI = z, 8 
vx, 0) = DB, sin "ZZ =— P (3. 220) 
= 


由 传 里 叶 级 数 展开 式 得 
2u, 
p 


B, = (— 1)” (一 1，2，3，…) (3. 221) 


于 是 , 最 后 可 得 到 原 定 解 问题 的 解 为 
Ww | 2u xS CO DT cem o nxr š 
ua, y) = Pa DR — sin 22 (3. 222) 

通过 以 上 两 个 例题 可 以 看 出 : 

CD 由 于 辅助 函数 war, 2) 的 选取 有 一 定 的 任意 性 , 故 选取 不 同 的 w 所 得 到 的 解 & 在 
形式 上 可 能 很 不 相同 , 但 根据 解 的 唯一 性 可 知 这 些 解 实 质 上 是 一 样 的 。 

(2) 通过 边界 条 件 齐 次 化 后 ,一 般 会 使 得 泛 定 方程 非 齐 次 化 , 但 是 ， 如 果 辅 助 函数 
wer, 的 选取 巧妙 , 则 可 以 同时 使 泛 定 方程 和 边界 条 件 齐 次 化 。 

(3) 车 f(z)、g、h 均 与 + 无关, 则 可 选取 适当 的 辅助 函数 w(z) 与 上 无 关 , E vl, t) 
的 方程 与 边界 条 件 均 化 为 齐 次 的 , 这 样 省 掉 了 对 Gr. t+) 进行 解 非 齐 次 方程 的 繁重 工作 。 

总 之 ， 在 用 分 离 变量 法 解 偏 微分 方程 时 , 为 了 使 边界 条 件 实现 分 离 变量 ,应 使 非 齐 次 
的 边界 条 件 齐 次 化 。 


3.5 正 交 曲线 坐标 系 下 的 分 离 变量 法 


通过 前 面 的 学 习 可 以 看 到 , 在 使 用 分 离 变 量 法 求解 数理 方程 时 , 不 但 对 于 方程 本 身 ， 
而 且 对 于 边界 条 件 , 都 要 进行 变量 的 分 离 。 一 般 而 言 , 能 否 采用 分 离 变 量 法 , 除了 与 方程 
和 边界 条 件 本 身 的 形式 有 关 之 外 , 还 与 采用 什么 样 的 坐标 系 有 关 。 坐 标 系 选择 不 当 ， 变 量 
就 可 能 分 离 不 开 。 以 下 我 们 就 从 圆 域内 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 出 发 ， 讨 论 正 交 曲 线 
坐标 系 下 (主要 是 柱 坐 标 和 球 坐 标 系 ) 的 分 离 变 量 法 。 


3.5.1 圆 域内 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 
913.14. 一 个 半径 为 a 的 薄 圆 盘 , 上 下 两 面 绝热 。 若 已 知 圆 盘 边 缘 的 温度 ， 求 圆 盘 上 
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稳定 的 温度 分 布 。 
解 : 由 于 圆 盘 的 上 下 两 面 绝热 , 没有 热量 流动 , 且 圆 盘 很 薄 , 故 由 第 1 章 知 其 温度 分 
布 u(x，y) 应 满足 定 解 问题 
Au=0 
ul mA (osa) (3. 223) 
HP, f(y) 为 已 知 函 数 。 
注意 到 边界 条 件 为 |,-。 二 f(g), 其 中 a 为 圆 盘 的 半径 。 现 对 这 一 边界 条 件 进行 变量 
DA, 若 选择 直角 坐标 系 ， 即 u— un, y), $ ulr, 3) - XGOY OD. Mh ulpa =0 有 
XY| Ver- 一 0， 可 知 边界 条 件 根本 分 离 不 出 来 ; 但 若 选 极 坐 标 系 , 即 um uos iA 
u(p, g) CRGO) , H LS AR I Ra) CQ) = f (e), 尽管 分 离 不 出 R(a) (因为 
SZO), 但 是 却 可 以 很 容易 得 到 周期 性 边界 条 件 DC) — Dx + MA SEE BLA LER 
件 |R(0)[ 王 十 cc， 从 而 问题 可 以 求解 。 
因此 ,首先 写 出 极 坐标 系 中 的 Au 的 表达 式 (推导 见 3. 5. 3 小 节 ) ， 


19 (9u) 1 2 _ 
73: .)* yag? (3.224) 
令 
ulp» 9) = RDD) (3.225) 
并 将 其 代 人 式 (3. 224), 得 
Req R9 ZRP = 0 (3.226) 
e 
Jd. 
两 边 同 乘 以 及 5 并 移 项 ， 得 
Ex rae = (3.227) 


上 式 中 左右 两 边 是 关于 不 同 变量 的 函数 表达 式 ， 要 使 等 式 成 立 ， 只 能 是 同一 个 常数 ， 
KOWA n, BTI 
P+rp=0 (3. 228) 
PR Cg -£yR-0 (3. 229) 
至 于 边界 条 件 z|,-。 一 (9)， 由 于 它 是 非 其 次 的 , 变数 不 能 分 离 , 但 经 过 讨论 我 们 却 可 
确定 的 取 值 及 相应 的 本 征 函 数 。 
在 一 般 的 物理 问题 中 ,函数 x(o，9) 是 单 值 的 ,因此 应 有 周期 性 边界 条 件 


up, p) = u(p, 2x+ g) (3. 230) 

可 得 

Olp) = Ox + @) (3.231) 
从 而 可 以 得 到 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 

@' +m @ = 0 

I (3.232) 

Dlo) = ox + e) 

讨论 : 


COD 若 n—0, 则 方程 (3. 232) 的 解 为 D) =B,e+A,, 其 中 AL, B, 为 常数 。 由 边界 条 
件 B, (pt2) +A, =B,g+A,, 得 B,—0, 所 以 (9) = A, 为 所 求解 。 
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(2) # n>, 则 方程 (3. 232) 的 解 为 
更 (9) = A, cosng 十 B, sinng- (3.233) 
代入 边界 条 件 , 得 
A, cosn(9 十 2r) + B, sinn(g + 2x) = A, cosng + B, sinng (3.234) 
显然 , 必须 取 "一 士 1， 士 2,…， 上 式 才能 成 立 。 同 时 , 注意 到 n WERKA n 取 负 整 
数 时 解 都 是 线性 相关 的 ， 故 只 需 取 n=l, 2, e 
综 上 所 述 , 所 求 的 本 征 值 为 w* 01—0, 1, 2, 0, 相应 的 本 征 函 数 为 


$9) = A, cosng + B, sinng (3. 235) 
确定 本 征 值 以 后 , 我 们 再 求解 关于 R(p) 的 方程 , BD 
ER” +R'—nR=0 (n=0,1, 2, +) (3, 236) 
Bp 
1 d(,dRy R= & iss 
d^ às) R=0 (n=0, 1,2, =) . (3. 237) 


这 是 欧 拉 (Euler) 型 方程 。 可 以 通过 变量 代 换 :二 lnp， 即 e= do, 将 方程 (3. 237) 


化 为 
ER_AR= (3. 238) 
解 之 , 得 
ey lnp (n=0) 
R,(p) = E z 
Ce 十 De = Co Dp" (2D 
可 以 注意 到 ,由 于 存在 自然 边界 条 件 |u(0, g) | 二 十 oo, 即 |R(0) | 过 十 oo。 而 在 p=0 
Ab, Ino 和 po (nr 二 1) 都 是 无 穷 大 , 故 应 取 


(3. 239) 


D,—-0, D,-0 (3.240) 
可 得 
Rp = Ce” G= 0, 1, 2, =) (3.241) 
从 而 有 
u, (pr g) = R,(0)@,(@) = p'(A, cosng + B, sinnp) (3. 242) 
将 式 (3. 241) 中 的 系数 C, 并 人 到 A, 和 B, 中 后 , 原 方程 的 解 为 
ulo» p) = Dlp'(A, cosnp + B, sinnp) (n = 0, 1, 2, =) (3. 243) 
£z 
将 边界 条 件 zx|,-。=CPp) 代 人 上 式 ， 即 有 
fee) = Ya A, cosnp + B, sinnp) (3.244) 
Aa 
故 由 傅 里 叶 级 数 系数 公式 得 
inm ire 
«A, = 去 | fo de mA = ij. fl9 dp (3.245) 
Aip oai 
a'A, = 1 |” ftp) cosng dg. BT A, = L-(" fco) cosng dg (8.246) 
xJe anie 
arB =l" ) sinng dg, BJ B, = -1 fo sinnp d (3.247) 
|. = +], FP sinn dg, B B, = |, ng dg E 
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从 而 原 定 解 问题 的 解 为 式 (3. 243), 其 中 系数 A, MB, 由 式 (3. 245) 一 (3. 247) 决 定 。 

由 例 3. 13 可 见 , 选取 适当 的 坐标 系 , 对 于 分 离 变量 法 而 言 是 相当 重要 的 。 为 此 , 我 们 
进一步 讨论 更 一 般 的 正 交 曲线 坐标 系 (主要 是 柱 坐 标 和 球 坐 标 系 ) 下 的 分 离 变量 法 , 首先 要 
引入 以 下 正 交 曲线 坐标 系 的 基本 概念 。 


3.5.2 正 交 曲 线 坐标 系 下 分 离 变量 法 的 基本 概念 


在 场 论 中 我 们 已 经 学 习 了 正 交 曲线 坐标 系 的 定义 ， 这 里 我 们 主要 讨论 其 中 的 柱 坐标 系 
和 球 坐 标 系 下 分 离 变量 法 的 一 些 基本 概念 。 


1. 柱 坐标 系 的 定义 
如 图 3. 6 BURG. 柱 坐标 系 中 的 基本 坐标 为 (o，p，z) 与 直角 坐标 的 关系 是 
= = p cosp iS VT +y 
=psinp, je = arctan 2 (3. 248) 
多 一 多 
z=: 


其 中 , 0<p<0; 0<p<2r; 一 co<=<co。 


图 3.6 HERK 图 3.7 REFRE 
2. 球 坐 标 系 的 定义 
如 图 3.7 所 示 , 球 坐标 系 中 的 基本 坐标 为 (~,， 0, p), 它们 与 直角 坐标 的 关系 是 
ITI 
= = r sinf cosp 
t = r sing sinp, 40 = arctan Xy (3.249) 
z 一 rcosbg 


= arctan 之 
e E 


其 中 , 0<r<co; 0<0<x; 0<ç<2x, 

3. 分 离 变 量 法 中 坐标 系 的 选择 

通过 上 述 例题 可 以 看 到 , 在 用 分 离 变量 法 解 题 时 , 为 了 使 变量 分 离 和 问题 易于 解决 ， 
就 必须 正确 选择 坐标 系 。 一般 选择 坐标 系 的 思路 是 : 使 所 讨论 的 边界 与 一 个 或 几 个 坐标 
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z g < 


合 。 


例如 ， 当 边界 面 为 半径 为 a, 高 为 h 的 圆柱 面 时 , 就 应 选择 柱 坐标 (0, p z), 使 其 边界 


面 与 坐标 面 o=a, z=0, z—h 的 部 分 重合 。 


又 如 ， 当 边界 面 是 半径 为 a 的 球面 时 , 就 应 选择 球 坐 标 (r, 0, p), 使 边界 与 坐标 面 


r=a 重合 。 


若 边界 面 为 生成 角 0, 的 圆锥 面 时 , 也 应 选择 球 坐标 , 使 边界 面 与 坐标 面 0 二 0, 重合 。 


若 边 界面 为 方形 区 域 , 则 应 该 选择 直角 坐标 等 等 。 
另外 ,在 许多 数理 方程 中 都 会 涉及 到 函数 的 拉 普 拉 斯 量 ， 即 
3u Zu Fu 
ar ay az 
为 了 以 后 应 用 的 方便 ， 这 里 先导 出 常用 的 正 交 曲线 坐标 系 中 的 Au 的 表达 式 。 
4. 柱 坐 标 系 下 的 Au 


由 式 (3. 248) 可 得 
Əu _auar auay _ 
Jp 3r ap ET dap: E: 


jy ing 


所 以 ， 
Fu (Sur, Fu ay u 3z, Ətu Əy) 
D (2 3p azay 2) cosp+ (sas ao 3y ap) snp 
: 2 : 
= H ote x= sing cose - 2 sin! 
= y 
类 似 地， 
p —— p2 sing + o2" cosg 
2 Pu s. : 
ag e 32 sin g — 2p £n sing cosp + p — cosg 


- e(t cose + 3t sing) 
将 式 (3. 29 BRBREDUS, 再 与 式 (3. 252) 相 加 , 得 
l u _ gu, Fu 3u 
ay pap aw ur r e > in) 
上 式 两 边 分 别 加 上 3*u/3z*， 将 式 (3. 251) 代 和 人 右边 并 移 项 , 得 
lu,u,12u Pu u, Fu 
dp p ag ur pap Oz ta ur 
至 此 , 可 得 柱 坐 标 系 下 的 Au 为 


_ Pu, lau, 1 2'u , gu 
A47 MP pde rap ta 


或 者 
l 2( 3u 1 Ju , Fu 
A= D aea) 2 22 T 32 


(3.250) 


(3.251) 


(8.252) 


(3.253) 


(3.254) 


(3.255) 


(3.256) 


(3.257) 


(3.258) 


由 于 极 坐标 (p, 8) 可 看 成 是 柱 坐标 (o, p z) fE 2—0 的 特殊 情况 。 故 可 立即 得 到 极 坐标 
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中 Au 的 表达 式 为 
AGAFA Zu (3.259) 


5. 球 坐 标 系 中 的 Au 
用 上 面 类 似 的 方法 ， 我们 也 容易 得 到 球 坐 标 中 的 Au 的 表达 式 为 


212(52u 1 2(.59u 1 Ju . 
s= S o) asser 36) z sin à ag! (3. 260) 


3.5.3 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 分 离 变 量 法 


利用 分 离 变 量 法 求解 数理 方程 时 ,如 果 首 先 把 泛 定 方程 (波动 方程 和 输 运 方程 ) 中 的 时 
间 变 数 上 分离 出 来 ， 即 通过 令 


ulz, y» zi t) = T(t)u(zx, y, z) (3.261) 
则 波动 方程 w, — a Au=0 可 化 为 
T'(G)v(G, y, z) -a' TG) Au = 0 (3. 262) 
即 
T Av. 
FIL dm A (3.263) 


其 中 ,一 4 为 常数 。 从 而 得 到 关于 TC7) 的 一 个 常 微分 方程 和 关于 v(x，y，z) 的 一 个 偏 微 分 
方程 分 别 为 : 
T+aaT=0 (3. 264) 
An 十 ip = 0 (3. 265) 
显然 , 关于 T(z) 的 方程 (3. 264) 一 般 比较 容易 求解 ,关键 是 要 求解 方程 (3. 265)。 我们 
把 方程 (3. 265) FOR X MEE 2£ CHelmhot z) Jy RE. 
同样 , 将 式 (3. 261) 代 入 热传导 方程 w 一 DAvx=0, 可 得 
T'+DT=0 (3. 266) 
Av-c àv — 0 (3. 267) 
同 理 也 可 得 到 一 个 关于 vlr, y, OR ZCUE EIER. 
另外 , 对 于 稳定 场 方程 Au=—h, 也 常 需要 求解 —0 的 情况 , 即 所 谓 的 拉 普 拉 斯 方程 
Au=0 (3. 268) 
因此 , 若 欲 用 分 离 变 量 法 来 求解 三 类 数理 方程 ,必须 对 玄 姆 替 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 
进行 分 离 变量 。 以 下 对 此 作 一 讨论 。 
1. 柱 坐 标 系 中 亥 姆 霍 兹 方程 的 分 离 变 量 


已 知 亥 姆 起 兹 方程 为 
二 (3. 269) 
将 柱 坐 标 中 Au 的 表达 式 ( 式 (3. 258)) 代 入 式 (3. 269), 得 
12(,2u, au Su ja 一 
7 35035) 7 ag tag Ta = 0 (3.270) 


令 
up, p» 2 = RDD) ZC) (3.271) 
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并 将 其 代入 式 (3.270), f 


9Z d( dR) |, RZ dD, pp dZ | Rx 
= ao) v dy + Ro T +RGZ = 0 (3.272) 
xu 
两 边 同 乘 以 R$z， 并 移 项 , 得 
1 d/ dR 1 do __ 1 dZ 
R AG 35)* zs d Tz (3. 273) 


注意 ， 上 式 的 左边 是 关于 o fl ç 的 函数 , 与 = 无 关 ; 右边 是 = 的 函数 , 与 p 和 9 均 无 关 。 故 
要 使 此 式 成 立 , 除非 两 边 是 同一 个 常数 。 设 此 常数 为 w,， 则 得 
Z+ =0 (3. 274) 
1 dí dR) 1 dó,. ,. 
FEE ET EE n=0 (3.275) 
继续 分 离 变 量 , 方程 (3. 275) 两 边 同 乘 以 p, 并 移 项 得 
d/ dR 
kpl ptT EET (3. 276) 


同 理 , 要 使 此 式 成 立 , 除非 两 边 等 于 同一 个 常数 , 令 它 为 x*( 这 样 设 定 是 因为 后 边 求 关 
于 9 的 方程 的 本 征 值 问题 时 , 本 征 值 只 能 是 ww*(n=0, 1, 2,，…)。 同 时, 设 A 一 x 宇 0, deo 
kè, BD E —A— uG ARNG 车 4 一 p<0，, Bei — k, 这 种 情况 对 应 的 是 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 方 
程 ， 以 后 再 作 讨论 )， 则 得 


9 00-0 (3. 277) 
AC =0 (3. 278) 
方程 (3. 278) 可 表示 为 
p R' ^E gR' +k — nR —0 (3. 279) 
车 作 变 量 代 换 , 令 r=kp, y(z)=R(o), WRG. 279) 可 化 为 
a5 y' xy + (z' —n')y = 0 (3.280) 


即 我 们 所 熟悉 的 n 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 方 程 。 
综 上 所 述 , 通过 在 柱 坐标 中 分 离 变 量 ， 解 亥 姆 霍 兹 方程 (3. 269) 的 问题 , 就 化 为 解 三 个 
常 微 分 方程 (分 别 是 式 (3. 274) 、(3. 277) 和 式 (3. 279)) 
Z-tu-o0 
@' += @ = 0 (3.281) 
lg R' +R’ + —20R—0 
的 问题 , IEP y n, k 都 是 在 分 离 变 量 过 程 中 所 引入 的 常数 ,它们 不 能 任意 取 值 , 而 要 根 
据 边界 条 件 取 某 些 特定 的 值 , 分 别称 为 方程 (3. 274)、(3. 277) 和 (3. 279) 的 本 征 值 。 
方程 (3. 274)、(3. 277) 是 常 系数 常 微分 方程 ,其 解 易于 得 到 。 方程 (3. 279) 是 变 系 数 常 
微分 方程 ,其 解 为 特殊 函数 ， 即 贝 塞 尔 函 数 , 在 下 一 章 中 我 们 将 详细 讨论 它 的 解 。 
2. 柱 坐标 系 中 拉 普 拉 斯 方程 的 分 离 变量 
注意 到 拉 普 拉 斯 方程 (简称 拉 氏 方程 ) 
Au=0 (3. 282) 
R 2 ME 2k Jy E: Au 十 Au 二 0 取 4=0 的 特例 。 于是, 由 上 面 的 讨论 立即 可 得 Au=0 在 柱 坐 
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标 系 中 分 离 变量 后 ,也 将 化 为 如 下 三 个 方程 , 即 
Z-ru-0 
ieu 0 (3. 283) 
ØR +R’ + Ug — Y )R = 0 
Hp —0-u—-—uGE- i20. 
3. PRES RZ MES E 003 ES 1 
同样 ,对 于 交 姆 霍 兹 方程 Autiu=0, 将 球 坐标 中 的 Au AE 260) 代 入 , 得 


123/[(22u 1 £ 
3 ilr 2)tz TET Er 7 ETEE 2 二 iu 一 0 (3.284) 
4 
ulr, 0, g) = RG)u(0, @) (8.285) 
: 
TO A 8(3.284), MURRA E 整理 后 ,得 
1 d/p dR\, pp 1T 1 1 gv 
gà" Ter -- + [Su 395239) Er CD 


其 中 , k=. IRE, 由 于 ~、%、9 均 为 独立 变量 , 故 上 式 成 立 。 除 非 等 式 左边 和 右边 等 于 同 
一 常数 , 令 之 为 !(! 十 1)( 这 样 设 定 是 因为 后 边 求 关于 0 的 方程 的 本 征 值 问题 时 , 本 征 值 只 
能 是 (i 十 1)), 则 得 


PER ter SE e peg ia JR - o (3. 287) 
1 3 1 av - 
aio aj (500 55)* ; mga L I+ Dv 0 (3. 288) 
Be 
v6, p) = ADD) (3. 289) 


代入 式 (3. 288) , MARRU EORR 


D [0 30) Le sia e $92 (3. 290) 
同 理 , 要 此 式 成 立 , 除非 两 边 等 于 同一 个 常数 , 令 它 为 m*， 即 得 
G+mB=0 (3.291) 
， 
sno ap (tg) [4 0 n (8.292) 


至 此 ,在 球 坐标 系 中 求解 亥 姆 堆 兹 方程 的 问题 就 化 成 了 解 三 个 常 微分 方程 (3. 287), 
(3. 291) 和 (3. 292) 的 问题 。 


4+2r 坚 + 一 MKL+DJR=。 
@'+m@b= 0 (3.293) 


1 d(,;,548 LG dg 
sino (0 35) [A * P Age = ° 
同样 ， 这 些 方程 中 的 常数 E =), m 和 71(1 十 1) 是 在 分 离 变 量 过 程 中 引入 的 , 不 能 任意 


第 3 章 分 离 变量 法 £589 — 


取 值 ,只 能 根据 边界 条 件 取 某 些 特定 的 值 , 即 本 征 值 。 
注意 , 对 于 方程 (3. 287), 作 r=kr, JOTRORR, 则 可 化 为 


zy [?- (HX) -o (3. 294) 


该 式 与 贝 塞 尔 方程 (3. 280) 的 形式 相似 , 称 为 球 贝 塞 尔 方程 。 
对 于 方程 (3. 292), fE x—cos6, y(x) 二 @(9) 变 换 , 则 可 化 为 


: 
E Gr om ES 
Qa) y" —2zy' + [j1 90 ib 0 (3.295) 


称 之 为 连带 勒 让 德 (Legendre) 方 程 , 34 m—0 时 ,该 方程 即 为 勒 让 德 方程 。 

同样 , 球 坐 标 系 下 的 分 离 变量 法 , 关键 是 求解 式 (3. 295)， 它 的 解 为 特殊 函数 ， 即 ( 连 
带 ) 勒 让 德 函数 , 将 在 下 一 章 中 作 详 细 讨 论 。 

4. 球 坐标 中 拉 普 拉 斯 方程 的 分 离 变量 

与 柱 坐 标 系 中 的 讨论 类 似 , 由 于 Au=0 是 Au 十 Au=0 在 4=0 的 特例 , 故 只 要 将 方程 
(3. 293) 中 的 kè —A 用 零 代替 ， 即 可 得 在 球 坐 标 系 中 对 Aum 0 分 离 后 的 三 个 微分 方程 


2 ËR, dR _ = 
r EIS —1G-+ DR = 0 


@'+m'@ = 0 (3.296) 
高 gl %)+ [e+ n Er] SY 
其 中 , 第 一 个 方程 是 我 们 所 熟悉 的 欧 拉 方程 , 第 二 个 和 第 三 个 方程 与 方程 组 (3. 293) rh f 
一 样 。 

综 上 所 述 , 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 分 离 变 量 的 基本 步骤 是 ; 

A) 首先 将 泛 定 方程 中 的 时 间 变 量 分 离 出 来 , 得 到 关于 空间 变量 的 诡 姆 霍 效 方程 或 拉 
普 拉 斯 方程 。 

(2) 选择 恰当 的 坐标 系 ( 柱 坐标 或 者 球 坐 标 ), 将 交 姆 霍 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 分 离 成 
方程 (3. 281) 或 者 方程 (3. 293), 分 别 求解 各 个 常 微分 方程 的 本 征 值 问 题 , 确定 函数 R. D. 
Z( 对 柱 坐 标 ) 或 者 R、B、B( 对 球 坐 标 ), 构成 原 问 题 的 本 征 解 。 

C3) 利用 又 加 原理 构成 原 定 解 问题 的 通 解 ,再 利用 边界 条 件 确定 系数 ， 从 而 得 到 原 问 
题 的 定 解 。 

一 般 说 来 , 正 交 曲线 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 会 得 到 一 些 特殊 的 变 系 数 的 常 微 分 方 
程 一 一 贝 塞 尔 方程 和 (连带 ) 勒 让 德 方程 等 。 只 有 讨论 了 这 些 方程 的 解 和 本 征 值 问 题 后 , 才 
能 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 将 分 离 变量 法 进行 到 底 。 因 此 ， 只 有 继续 学 习 下 一 章 的 特殊 函数 ， 
才能 最 终 掌握 正 交 曲线 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 。 


3.6 本 章 小 结 


1. 分 离 变量 法 
分 离 变量 法 是 把 未 知 函数 按 自 变量 (包括 多 个 自 变量 的 情况 ) 的 单元 函数 分 开 ， 从 而 将 


— 90 — 数学 物理 方法 


偏 微分 方程 的 问题 化 为 解 常 微分 方程 的 问题 的 解法 。 

分 离 变 量 法 的 基本 思想 和 步骤 如 图 3.4 所 示 。 

分 离 变 量 法 求解 数学 物理 方程 的 要 领 是 : 

D 适当 选取 坐标 系 ; 

(2) 定 解 问题 要 明确 ,从 齐 次 化 方程 人 手 分 离 变量 ; 

(3) 边界 条 件 要 齐 次 化 , 从 齐 次 化 边界 条 件 分 离 变 量 ; 

(4) 组 成 本 征 值 问题 , 求解 本 征 解 并 全 加 是 关键 ; 

C5) 根据 初始 条 件 等 利用 广义 傅 里 叶 级 数 展开 确定 系数 ,得 问题 的 解 。 

2. 直角 坐标 系 下 分 离 变量 法 

1) 双 齐 次 问题 

本 征 值 问题 是 核心 , 三 类 问题 (波动 、 输 运 、 稳 定 场 问题 ) 均 适用 。 

2) 非 齐 次 泛 定 方程 齐 次 边界 条 件 的 问题 

方法 一 : 本 征 函数 展开 法 。 

(1) 利用 分 离 变量 法 确定 定 解 问题 对 应 的 齐 次 问题 的 本 征 函 数 。 

C2) 把 定 解 问题 中 的 未 知 函 数 按 该 定 解 问题 的 本 征 函 数 作 (广义 ) 健 里 叶 级 数 展开 ,， 代 
人 非 齐 次 泛 定 方程 和 初始 条 件 ， 比 较 展开 系数 就 得 到 关于 另 一 变量 的 非 齐 次 常 微 分 方程 的 
定 解 问题 , 利用 常数 变易 法 或 积分 变化 法 可 求 得 其 解 。 

(3) 把 所 求 的 解 代 人 未 知 函 数 的 展开 式 中 , 可 得 到 原 定 解 问题 的 解 。 

方法 二 : 冲 量 原理 法 。 

3) 齐 次 泛 定 方程 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 

边界 条 件 的 齐 次 化 原理 : 如 果 边 界 条 件 4|,-。 二 g(t), u|,-, 二 h(t) 是 非 齐 次 的 , 可 以 引 
人 新 的 未 知 函 数 v(x, tz) 和 辅助 函数 wz, t), $ ulz, O =u(z, D +u(z, t), 让 w(x, t) 
满足 齐 次 边界 条 件 ， 从 而 可 用 本 征 函 数 法 来 求解 得 到 vr, O, 得 到 原 问题 的 解 u(x， D. 


其 中 取 w(z, 07 OTEO c eo) Bap, 注意 ， 针对 不 同 的 边界 条 件 ，w(z， 4) 的 取 法 
不 同 。 

3. 正 交 曲 线 坐标 系 下 的 分 离 变量 法 

(1) 因为 柱 坐 标 系 下 


EVE TEES 
aT AGN gag ar 


所 以 在 柱 坐 标 系 下 对 劾 姆 堆 兹 方程 Autiu=0 分 离 变 量 , 得 
Z'uz-0 
[es =0 
PR +R’ +P — nR = 0 
其 中 第 三 个 方程 是 贝 塞 尔 方程 , 其 解 为 第 4 章 中 的 贝 塞 尔 函 数 ( 柱 函数 ) 。 
(2) 因为 球 坐标 系 下 
uL UE ETE 
Bt EUER He s 8 F X22848 ASE Au 十 Xu 二 0 分 离 变 量 , 得 
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2 
r P REA Rid —IQ- JR =0 
@'+m'@ = 0 
1 d(,,,d8 "E EH 
amalag) [407 spe = o 
其 中 第 三 个 方程 是 (连带 ) 勒 让 德 方程 , 其 解 是 第 四 章 中 的 (连带 ) 勒 让 德 函数 ( 球 函数 ) 。 
习 题 3 
3.1 求 定 解 问题 
u,—a'u, (0<z<x, C0) 
a) ie t)—u(x, 0—0 ; 
ulz, 0)—3 sinz, uz, 0) 一 0 
u—4u, (0<z<1, 1>0) 
(2) ju(0, DD=ull, =N,  . 
ulz, 0)=0 
- 4N, x AHD ae F 
ÆR: (1) 3 cosat sinz; (2) N, 一 x 22 AT sin(2k 十 1)rz。 
3.2 设 纺 的 两 端 固定 于 z=0 和 z= 一 上 ， 藤 的 初始 位 移 为 


B. (0<zr<o 


u lemo = 


h 

1 一 < 

初始 速度 为 零 , 又 没有 外 力作 用 , 求 弦 作 横 振 动 时 的 位 移 函 数 un D. 
2hi* nxc 


` nza, 0 HA - i 
答案 : C, cos 1 t sin z, C, = c Au sin 


(z=) (c<<z< D 


= 


3.3 求解 热传导 问题 
u,—au, (0<zr<il,t>0) 
ie D-—ud.D-0 
ulz, 0) = z(l— z) 


DIE 
3.4 求 稳 恒 状态 下 , 由 直线 z=0, z=a, y—0, y=b 所 围 矩 形 板 内 各 点 的 温度 分 布 ， 
假设 在 z=0, r—a fl y —0 三 边 的 温度 保持 零度 , 在 y=b 边 各 点 温度 为 p(z)， 其 中 
8(0) 一 p(a) 一 0。 


z "HE: 4 nx > AR, 
f'o sin "E dz | sh [Ey] sin ts 


3.5 均匀 的 薄板 为 一 带 状 区 域 0 二 zx<a, 0<y<co, 边界 上 的 温度 分 布 分 别 为 x|,-。 
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—41,.. 70, ul, =, limuco, 求 板 的 稳定 温度 分 布 。 


ER: 9) Le sin e(n 2610 k = 0, 1, 2, =) 


E 


3.6 求 处 于 一 维 无 限 深 势 井中 的 粒子 状态 


. EX 
ih 2; DE p" a0 t) 


pa, D = a, D = 0 


a, 0) =p iata 
a 


答案 : gs oci sin E G-Fa), E, 是 n—2 的 定 态 能 量 。 
a 


3.7 —KA L, W E 0939 5] 2E 6k — tr Hore iden, Jt 4t PROS ERL71 55 3E BO 3 31 E E rR, 
正比 , 阻力 密度 为 一 2au, (z, 0 (3770 是 小 量 )。 已 知 弦 的 初始 状态 为 xl- 一 PCz)， 
u, |m = (z), R 8092 0598380. 

u, =atu,, —2hu, (oci k=) 

ER: 定 解 问题 为 1,| ,一 ,| ,=0 
ulmo 7 eG)» u,|,- 9) 


ulz, t) = >[a. eo (270) — t4 B, sin (227 — |" sin Tas 


= 


i 
A, = fow sin Er dz, 


i 
B, = em [hg Ga) + 4G sin "Ez dz 
H 


ee -r 
3.8 求 定 解 问题 

S (Qr, t>0) 
[e 


; 


(zr, t0) 


—2Als31—(C-D'(, _ o Arat) . nx 
答案 : (1) 5 > zt (1 cos "7 ) sin us 
= ote a 
o 3) - 24. 1— CD" ($^ 1) sin Es, 
Z4 nnd , (nx 
a 二 (至 ) 
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" a [Der] 
(3) z(a — z) — $È 1 n sin 27+ Dx, 
x £4 Qn? a [Sz Dab] a 
2a 


3.9 有 一 长 为 ! 的 均匀 细 杆 ， 其 侧面 绝热 ， 而 初始 温度 为 零度 ， 它 的 一 端 zx 一 ! 处 温 
度 永远 保持 零度 ,而 另 一 端 z=0 处 温度 随时 间 直 线 上 升 ， 即 | ,-。 一 ct(c 为 常数 ), 求 杆 的 


温度 分 布 。 
a 2d SA 1 DESEAS 
ax. TOTO- RE Ea E sin Tr 


3.10 求 半 带 形 区 域 (0<z<a,y 之 0) 内 的 静电 势 , 已 知 边界 r= 0 和 y=0 上 的 电势 
均 为 零 , 而 边界 z—a 上 的 电势 为 (常数 )。 
Au—u,-u,-—0 (0«r«a, y>0) 


答案 : nme u|.-. =u 
u|,-,.=0, ul... =A R 


= ts, + Ds SA CS D" om gin nar 
uGs y) = E IA, a 0€ * sin EE 


3.11 求解 圆 的 狄 氏 问题 


(= (pa) 


ER: Ap cosp 


3.12 在 环形 域 a<p<6 内 求解 下 列 定 解 问题 
Au = 12p’ cos26(a < p < b, 0 < 0 < 2x) 


ul, = 0s u, |, = 0 


1 


ER: —acpg lA 200g Hab a2 a Ho] cos20 
a 
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第 4 章 特殊 函数 


通过 第 3 章 的 学 习 可 以 发 现 , 在 正 交 曲线 坐标 系 下 利用 分 离 变 量 法 会 得 到 一 些 特殊 的 
变 系 数 的 常 微分 方程 ,如 上 贝 塞 尔 方 程 和 (连带 ) 勒 让 德 方 程 等 。 只 有 讨论 了 这 些 方程 的 解 和 
本 征 值 问题 ， 才 能 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 将 分 离 变 量 法 进行 到 底 。 因 此 ， 本 章 继续 学 习 这些 
方程 对 应 的 特殊 函数 ， 掌 握 正 交 曲 线 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 及 特殊 函数 的 应 用 。 


4.1 二 阶 线性 常 微分 方程 的 级 数 解 


随 着 问题 的 复杂 化 ,由 偏 微分 方程 分 离 变 量 后 得 到 的 常 微分 方程 将 不 再 是 常 系数 的 ， 
也 难以 化 为 常 系数 的 。 此 时 的 常 微分 方程 不 同 于 高 等 数学 里 面 学 习 的 简单 常 微 分 方程 ， 因 
此 需要 引入 新 的 求解 方法 。 本 节 主 要 讨论 这 类 常 微分 方程 的 级 数 解 法 ,为 我 们 研究 特殊 函 
数 莫 定 基础 。 


4.1.1 二 阶 线性 常 微分 方程 的 常 点 与 奇 点 
二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 的 一 般 形式 可 写 为 


y'a) + p(z)y' (z) + qG2yG) = 0 (4.1) 
将 工 延 拓 到 复数 域 ， 变 为 >, 则 方程 可 写 为 
wlz) + pG)w'G) + q(z)xo(z) = 0 (4.2) 
其 中 , ww 一 zw(z) 为 未 知 函数 ; p(z)、q(z) 为 已 知 的 复 变 函数 。 
在 此 引入 以 下 定义 : 
COD 方程 的 常 点 : 若 p(z)、g(z) 均 在 < 二 z 点 及 其 邻 域内 解析 , 则 称 z= z 为 方程 
(4.2) 的 常 点 。 
D 方程 的 奇 点 : 车 p(xz)、q(z) 中 至 少 有 一 个 函数 在 z==, 不 解析 , 则 称 = 一 zx 点 为 
方程 (4. 2) 的 奇 点 。 


OG) 对 于 方程 的 奇 点 一 z。， 若 又 有 (z 一 z。)p(z) 和 (z 一 z。)*g(z) 在 z= x 端点 解析 ， 
则 奇 点 =z 称 为 正则 奇 点 , 且 称 为 p(z) 的 一 阶 奇 点 ,为 9(z) 的 二 阶 奇 点 ; 否则 为 非 正则 
奇 点 。 


4.1.2 方程 常 点 邻 域内 的 级 数 解 


若 一 z 是 方程 (4.2) 的 一 个 常 点 , 由 微分 方程 的 解析 理论 可 知 有 如 下 定理 : 
定理 1( 解 的 存在 与 唯一 性 定理 ) ME p(x)、q(z) 在 圆 |zx 一 z。| 二 RC(R 是 与 z。 最近 的 
方程 奇 点 到 z, 的 距离 ) 内 是 单 值 解析 的 ( 即 z— =, 是 方程 的 一 个 常 点 )， 则 方程 
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wf + p(z)u + qw = 0 (4.3) 
在 该 圆 内 有 唯一 的 一 个 解析 的 解 w(z) 满 足 初 值 条 件 
Pe. =c, 

(4.4) 
wa) = C, 


其 中 , C, FL C, 是 任意 给 定 的 复 常数 , 并 且 解 w(z) 在 该 圆 内 是 单 值 解析 的 。 

注意 ， 

(1) 因为 解 w(z) 在 |z 一 z。 | <R 是 解析 的 , 故 w(z) 可 用 (z 一 z,) 的 短 级 数 表示 , 这 就 是 
等 级 数 解法 的 基础 。 即 这 个 解析 解 可 表示 成 


wz) = Dalz- z)" (4.5) 
名 


其 中 ,ao，a ，…，a,，… 为 待定 系数 。 
(2) 朝 级 数 解 法 的 一 般 步骤 是 ， 
首先 , 设 解 为 式 (4.5), 并 把 p(z)、q(z) 同 样 在 (z 一 z,) 展 成 星 级 数 形式 , 即 
p(z) = Tae- 


i-o 


4.6) 
qG) = Ma) 


然后 , 将 式 (4. DARA. 6) 代 入 常 微分 方程 (4. 3) 中 ， 采用 待定 系数 法 求 出 a. p. Q 
即 可 。 
例 4.1 在 z=0 的 邻 域内 求解 常 微分 方程 
w'—mw-0 (4.7) 
R: 由 于 此 方程 的 p(x) —0, q(z) — — m^ 在 任意 点 均 解析 , 故 解 在 整个 复 平面 内 解 
Jr. zo 二 0 是 方程 的 常 点 , 因此 可 设 方程 的 级 数 解 为 


wlz) = Dae (4.8) 
其 中 ,a 为 待定 系数 。 i 
对 w(z) 逐 项 微分 , 得 
u (z) = Sah (4.9) 
w(z) = Sra- Da,z** (4.10) 
而 p(z)、q(z) 为 常数 , 无 需 做 展开 ， 将 以 上 各 式 代入 方程 
Sua — Daz"? — m? Xue -0 4.11) 


= = 
此 式 为 关于 z 的 恒等式 , MORE RED 4E tk aF RU REOS e jy BIDS 0, Aie, 比较 等 式 两 边 的 
z KREDITERA, 得 
GF 2) + Dan — m'a, = 0 (4.12) 
即 


NR 
2er = CRF RTI eu 
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由 上 关系 可 得 : 


EN 
D 

I 

| 一 
i, 
s 


w 


rj 
š 
£ 
1 
3 
s 


š 
5 

" 
š 
B 


(4.14) 


|= == == 


š 
P 
" 
=: 
š 
Ei 


à, 
P 
1 
3 
E 


e 


1 
an = TH to 


1 7 


@% 7 RHD” 
这 样 , 我 们 就 得 到 方程 的 级 数 解 为 


wa) =a [1 + E tisse ped gb +=) 


a, 


a UNT PEN Bre aulae 
+ (mt + ggm a +e t ppr e t) 


(4.15) 
即 wla) = GT eT) FECT — em) 
2m 


(5-2) +i (a = 2 )e™ 


= a, chmz += shmz (4.16) 


该 结果 与 我 们 熟知 方程 的 解 w=A chmz-- B shmz Rw=Ce" +De “一 致 , 这 里 用 级 
数 解法 是 为 了 帮助 大 家 学 习 级 数 解 法 的 步骤 。 


另外 ,由 等级 数 收 人 半径 的 公式 Rm | 名- 
例 4.2 求 1 阶 勒 让 德 方程 


三 co, 可 得 确定 收敛 域 为 (一 oo, +0), 


(1—z)y—2ry - GT y —0 (4.17) 
在 z=0 点 邻 域内 的 级 数 解 。 
解 : 方程 可 标准 化 为 
p_ ix FD, _ 
dc e tuno (4. 18) 


其 系数 OS n, aco LE s oo 处 解析 ， 即 z, —0 是 方程 的 常 点 。 


1—a* 
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根据 常 点 邻 域 上 解 的 定理 , 设 解 为 


y(z) = Tart (4.19) 

其 中 ,cx 是 待定 系数 。 对 式 (4. 19) 逐 项 微分 ， a 
yG) = Xk, yz) = Ska- Dai (4. 20) 
注意 到 式 (4. 17) 中 的 系数 iA 和 一 2z 已 经 是 工 的 二 次 项 、 一 次 项 和 常数 项 ， 因 此 无 需 


展开 。 
WRU. 20) 代 人 方程 (4. 17)， 得 
Aa) 3 kG-E Daz*t* —2z 3 haz tut cz 一 0 (421) 
€ 


= [3 


此 式 是 对 的 一 个 恒等式 , 故 对 应 z 的 各 次 寡 的 系数 均 应 为 零 。 因此， 比较 等 式 两 边 的 x 
次 寡 项 对 应 的 系数 ,得 


RHH De — KG H- De, - IG + De, = 0 ` (4. 22) 
MEN G+ — kG D - x 
B. cm 一人 (4. 23) 
由 上 关系 可 得 : 
,= + 
: 21 e 
2L 10-D-2. | Q—-DG42) 
xe SEE CET 31 i 
-QDU _ (2-DC- DG DG-4-3) (4. 24) 
“£ 4x9. * 4! fe 
-SDUD | (3-DQ DU 2)0 0, 
xj 5x4 ^? 51 1 


把 所 有 下 标 为 偶数 的 系数 cx 用 c, 表示 出 来 , 而 把 所 有 下 标 为 奇数 的 系数 cun ca 表 


示 出 来 , 即 得 
= 2k—2— DGk-4—D--( DC DU DOT 7 2k—1). 
= o 


cx 


(201! 
(4.25) 
de (k—1—DGR-3—D-—0—DG- DG (E20 (4.26) 
QE! 
至 此 ,我们 得 L Br ri 0877 PEG ZUR GLO OS 
xG) = y (z) + y (z) (4.27) 


其 中 , y GO RAUS z WAKE, 即 


S (2&—2— DGRk—4 —D--— DC DG DQ-A- 3-4 2k — D 
xG) 一 [i+ 3 T z] 


£t 


(4.28) 
NOREA z HAKE, BU 
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> (2E —1— D(k —3— D-- Op OmOEZD ] 
(2k-- D! 


»G =a [z+ 
B 


(4.29) 
当然 , 由 于 方程 (4. 17) 中 含有 参数 1, 解 式 中 的 yl), y (z) 也 必 依 赖 于 这 个 参数 。 
最 后 , 利用 递 推 公式 ( 式 (4. 23))， 得 级 数 解 的 收敛 半径 为 


(DGTD |. 到 Citta) 


R= lim| g —DG+I+] ma Ly FD) =1 (4.30) 
+ 


1+4 


这 样 , 级 数 解 收敛 于 |z| 二 1, 发 散 于 |z|>1。 但 是 , 物理 问题 经 常 要 求 在 z=+1 时 解 
是 有 界 的 (不 发 散 )。 因此, 我 们 还 需要 讨论 z= 士 1 时 解 的 敛 散 性 。 
首先 讨论 y. (ODE z— 3:1 的 情况 , 由 式 (4. 28) 得 


»G) -14 Du (4.31) 
Ft 
其 中 ， 
= (QRk—2— DGR—A— D —DC- DG DG 3)7G2k-D.— (4 35; 
(Qb1 ; 
当 k>oo 时 ， 


(2k+ DR+2) _ (rari) 
Ok DQ pakpa Ud i) 


L3 


LA 


^(*z)0*3 )o-z)- i) n +e) 39) 


由 级 数 收 敛 性 的 高 斯 判 据 ( 此 时 达 朗 贝尔 判 据 失 效 ) 可 知 , 级 数 发 散 。 同 理 ，y, (zx) 在 
z=+1 时 也 发 散 。 所以, ! 阶 勒 让 德 方程 的 级 数 解 在 |z| 王 1 时 收敛, 在 |z| 之 1 时 发 散 。 


4.1.3. 方程 正则 奇 点 邻 域内 的 级 数 解 


由 解 的 存在 与 唯一 性 定理 可 知 , 方程 w + pO) w +q(z)xo=0 的 常 点 必 是 解 的 解析 
FR. 因此 可 以 用 泰勒 级 数 展开 。 但 是 ,如果 是 在 方程 的 奇 点 处 , 仍然 试图 得 到 短 级 数 形式 
的 解 , 因为 方程 的 奇 点 一 般 也 就 是 解 的 奇 点 , 所 以 应 当 考虑 罗 朗 级 数 , 此 时 由 常 微分 方程 
的 解析 理论 可 得 如 下 定理 。 
定理 2 如果 z 二 xz, 是 方程 十 p(z)w tqG)w-0 的 奇 点 ， 则 在 z, 的 邻 域 
0<1z 一 zo1<R 内 (域内 无 其 它 奇 点 ), 方程 存在 两 个 线性 无 关 的 解 ， 其 形式 为 
xo, (z) = (z— ze)" D) c, (z — z,)° (4.34) 


[o 


u (z) = (z= z) Pd, G—z) (o 一 ps x W) (4.35) 


— 


w, (2) = gw, GO In — z) T (z— 2) S1 d — ay (i — A AO 


at 


(4. 36) 
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其 中 , pm p gio d (0, 61, £2, …) 均 为 待定 系数 。 定 理 2 只 给 出 一 般 性 论断 , 事 
KE, 这 些 待定 系数 在 一 般 情况 下 很 难 确定 , 但 是 , 如 果 z。 是 方程 的 正则 奇 点 , 这 种 情况 
常见 并 且 相 对 容易 求解 。 

定理 3 如果 =n 是 方程 u 十 p(z)w 十 g(z)w=0 的 正则 奇 点 , Wk z, 的 邻 域 
0| z—2, | XR 内 , 方程 存在 两 个 线性 无 关 的 正则 解 ( 即 无 穷 级 数 中 不 含 负 短 项 ), 其 形式 为 


w (z) = (z= 27) Dalz z) (4.37) 
= 
wy) = (—2z)^ Ddi z) (pi 一 ps Z W) (4.38) 


= 
或 
w (z) = gu, (z) In(z— z) + (z — za)" S d,(— z)* (o — p, 闫 常数 ) (4.39) 
= 


其 中 , 6350, qd, 关 0。 

注意 : 

D p, 和 ps 一 般 不 等 于 整数 。 

(2) 对 于 级 数 部 分 ， 非 正则 奇 点 对 应 于 罗 朗 级 数 , 由 于 为 一 cc 一 十 ce, 因此 难以 应 
用 级 数 求解 ,而 正则 奇 点 对 应 于 泰勒 级 数 , 则 可 用 级 数 法 求解 。 

(3) 正则 解 中 c, 250, d, 750, 限制 原因 在 于 可 以 改变 p, 和 o, 使 级 数 部 分 从 零 次 短 开 
始 ， 而 对 于 常 点 的 情况 , o, 和 p. 不 能 调整 ,故常 点 情况 一 般 不 能 要 求 0. 

例 4.3 求 欧 拉 型 方程 在 z=0 邻 域 处 的 解 


d(,dyy su 
za(rq)o€w»-0 (Go (4. 40) 
解 : 将 原 方程 化 为 标准 方程 , 得 
i " 
PED (4. 4D 
其 中 pool a= 
y Fi "E 


显然 , z=0 为 方程 的 奇 点 , 但 zp(z) 和 xz*q(z) 在 点 x 二 0 解析 , 所 以 z==0 为 方程 的 正 


则 奇 点 。 
根据 定理 3, 设 形式 解 为 
ya) = = Tart [CE (4.42) 
对 式 (4. 42) 求 导 , 得 B 
»yG)- Morea (4.43) 
ya = So (E Das (4. 44)- 


= 
注意 到 方程 (4. 41) 中 的 a^. z. —m° 均 无 需 泰勒 展开 , 将 式 (4. 42) 一 (4. 44) 代 和 信 式 
(4.41), 得 

Xo D k— Dar + Y qd Dat —m Ter = 0 (4.45) 


= 
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整理 , 得 
Diote —m'jJazxt* = 0 (4.46) 
= 
显然 , 上 式 对 应 z HEKERE, Bl 
[(4-* —m'lu 一 0 (k=0, 1, 2, =) (4.47) 
a) 当 k=0 时 , 有 
[e —m' Je, = 0 (4.48) 
注意 到 0, 可 得 指标 方程 
p: = m° (4.49) 
即 
一 mm ps =—m (4. 50) 


这 里 我 们 之 所 以 称 式 (4. 49) 为 指标 方程 ,是 因为 我 们 通过 z “的 最 低 次 宪 z"( 即 人 一 0) 可 
以 确定 系数 o 的 值 ( 设 定 c, 750 的 原因 )。 一 旦 p 值 确定 , 对 应 的 其 它 各 系数 均 可 确定 。 
(2) 当 k=1 时 , 有 
[(p+1)*—m:]e, = 0 (4.51) 
显然 , 无 论 o= +m, HU (occ D! —m' #0, 所 以 c, 二 0。 同 理 可 得 , ¿¿=0(k=1, 2, +), 
所 以 , 方程 的 级 数 解 为 


xn (z) = z" Xa = sz" (4.52) 
= 
xin) = a^ Saa = d,=” (4.53) 
= 
则 原 方程 的 通 解 为 
yz) 一 cz 十 dz (4.54) 
904.4 在 z=0 的 邻 域内 求 v 阶 贝 塞 尔 方 程 
Tyla) + zy' Ge) + (z? —V)yG) = 0 (4.55) 
的 解 , 其 中 v 为 任意 常数 。 
解 : 把 方程 化 为 标准 形式 
yG) + ly'G) +Z P-yG)-0 (4.56) 
= F: 


其 中 , pco 1, o=. 
显然 ,z 一 0 为 方程 的 奇 点 , 但 zp(z) 和 zig(zx) 在 z=0 点 解析 , 所 以 z=0 为 方程 的 正 


则 奇 点 。 
4 


ya) =r Maz! (a, 0) (4.57) 
= 
则 有 
ya) = 3 Da,zn (4. 58) 
名 
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y'G) = >) G+ 0 k— Dash? (4.59) 
£z 


而 方程 (4. 55) 中 系数 z. z. a^ — Oe z 的 震级 数 形式 ， 无 需 展开 。 将 式 (4. 57) 一 
(4. 59) 代 入 式 (4. 55) 得 


Fthpth— Da, + Xe Dat 十 YE =Š “一 0 
(4. 60) 
整理 , 得 
XX b! -raa Da =0 (4.61) 
此 式 是 关于 z 的 一 个 恒等式 , 故 z 的 各 次 者 的 系数 均 必 须 为 0。 
由 工 的 最 低 次 寡 玉 (4 一 0) 的 系数 为 零 , 同时 注意 到 ae 天 0， 得 指标 方程 
gp-y-0 (4. 62) 
由 此 求 得 
p =w p=—y (4.63) 


(1) 先 讨论 p= =v 的 情形 , 不 妨 设 v>0, y, (z) = San. 由 式 (4. 61) 8, 24 k=0 
时 , 即 zx” 的 系数 为 
LG D' -/]a = 0 (4. 64) 
BROD — 0, 所 以 , 必 有 ai 一 0。 
再 由 zx“ 的 系数 为 零 , 可 得 


[G+ * — Ja, +a, = 0 (4.65) 
即 递 推 关系 为 
E TTE. -IFD SOR 
又 因为 a, —0, 故 由 式 (4. 66) 可 知 
aua 70 (k=0, 1, 2, =) (4. 67) 
而 
1 
^ — KEYis" 
一 
(4. 68) 
an =— gius = CD“ zz 1 as 
FKFV) (7 ARF k+ DH) 


2 TOD e " 
= CD gr (70 bio 


上 式 用 到 了 T(z 十 1) =z), 将 a, 代入 式 (4. 57)， 得 贝 塞 尔 方程 的 一 个 特 解 


Se a Da, (zy 
»G -rE uc rRD() CN 
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进而 可 以 确定 这 个 级 数 解 的 收 和 敛 半径 为 


€=, 


= limk(k + 2y) = co (4.70) 


所 以 ， 解 的 收敛 域 为 0 一 |z| 一 co。 
(D 再 讨论 p=ps = 一 ,的 情形 ,类似 地 , 车 令 


na) = MX (4.71) 


= 


[27 


同 理 , 可 得 
_ ca DEt De aN 
RENER por D'ar FFD? 


收敛 范围 仍然 是 0<1z|<oo。 

讨论 ， 

CD Bl a, 、 b 是 任意 常数 ， 通常 取 a m STA bray 并 把 这 两 个 线性 
X38988 +, MEEKER BARA RERO EO ERER, n 


e 


(4. 72) 


Lo = xc D momoli) (4. 73) 
" 1 zy 
LG) = Xe» HrCPrRD) (4.74) 
显然 , 贝 塞 尔 方程 ( 式 (4. 5500 038 SCC ix PT RR A PER JU, BU 
IE) = aJ GO + oJ, G) (4. 15) 


(2) 如 果 ，" 为 整数 (包括 零 )， 则 两 根 之 差 p, — p. — 2v. 这 时 ， 第 一 个 解 y, (z) 仍 为 式 
(4. 69)， 第 二 个 解 则 一 般 应 用 
x: (z) = gy, (z) nz 十 z ja" (4. 76) 


[3] 


求解 , 其 中 zg. b, 待定 。 

(3) 关于 "为 半 奇 数 的 形式 ， 可 以 参考 4. 9 节 的 讨论 。 

总 之 ， 利 用 方程 的 级 数 解法 可 以 获得 球 坐 标 和 柱 坐 标 系 下 相关 常 微分 方程 的 通 解 形 
式 ,为 我 们 进一步 正 交 曲线 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 求解 方程 提供 途径 。 


4.2 勒 让 德 多 项 式 


勒 让 德 方程 已 经 在 上 一 节 中 解 出 , 它 有 两 个 线性 独立 的 解 ， 即 式 (4. 28) 和 式 (4. 29), 
通 解 为 这 两 个 解 的 线性 组 合 , 这 个 解 在 开 区 间 |z| 二 1 上 收敛 . 但 是 , 在 实际 的 物理 问题 
H, 我 们 常常 需要 求解 该 方程 在 闭 区 间 1z| 到 1 中 存在 有 限 解 的 情况 , 这 就 会 导出 勒 让 德 方 
程 的 本 征 解 一 一 勒 让 德 多 项 式 和 一 些 重要 的 性 质 及 其 应 用 。 


4.2.1 勤 让 德 多 项 式 


1. 勒 让 德 方程 的 本 征 值 问题 
事实 上 , 对 于 勒 让 德 方程 
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A= 305 — 2zy' - OD» —0 (4.77) 
可 以 化 为 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 
[a-y] -10-0Dy-0 (4.78) 
其 中 , k=l, f£ z=+1 处 的 人 ( 士 1) 王 1 一 ( 士 ])3 一 0， 且 为 一 级 零点 ， 在 端点 
Z= 士 1 存在 有 界 性 自然 边界 条 件 。 
因此 ， 对 于 我 们 所 要 求解 的 勒 让 德 方程 在 |z| 和 1 中 存在 有 限 解 的 问题 , 就 是 本 征 值 问题 
人 9 —z)y'—2zy' KG Dy = 0 
y lan 一 有 限 
这 个 方程 在 例 4. 2 中 已 经 利用 级 数 解法 求 得 其 通 解 为 
xG) = y (z) + y (z) 


(4.79) 


其 中 


S (2k—2— Dk —4— D — DC DOS DA 32k — D a 
xQ = sr 3 dol " ] 
(4. 802) 


pet > (2k —1— DQ(Qk —3— D: (d Cp E -EDXCEOCERO i] 
E 


»G -«[ CFD! 


(4. 80(b)) 
X^ ffe I| 1 EKA, 但 在 z 一 士 1 处 , 两 个 级 数 解 y ORI y, (z) 都 是 发 散 的 ,我 
们 又 该 如 何 确定 方程 的 本 征 解 呢 ? 
显然 ， 对 于 本 征 值 问题 ( 式 (4. 79))， 可 以 尝试 通过 选取 恰当 的 本 征 值 (十 1)， 如 果 可 
以 把 级 数 解 退 化 成 有 限 的 多 项 式 ， 那么 就 可 以 获得 满足 收敛 条 件 的 本 征 解 。 
事实 上 ， 在 获得 级 数 解 y, (zx) 和 y (z) 时 ， 曾 用 到 了 递 推 关系 


Co (4.81) 
可 以 看 出 ， 如 果 取 ERK WH Em 时 ,就 会 有 cs 一 0, 依次 可 得 cr 一 os 一 … 一 0。 


此 时 ,无穷 级 数 解 y, ORE y, (zx) 就 会 退化 为 一 个 有 限 的 多 项 式 , 从 而 得 到 在 |z| 志 1 内 
的 本 征 解 。 因此 , 我 们 分 以 下 两 种 情况 进行 讨论 : 
Q) 34 &—1—2n(—0, 1, 2, (D /为 偶数 ) 时 ， 
Cha = casa = 0, ca = 0, Canpa = 0, *= (4.82) 
+E 
X (z) = «coax + c zt + + cz (4.83) 
R — RG MAKEN /次 多 项 式 (其 中 各 次 宕 的 系数 取决 于 o), 这 个 多 项 式 一 定 是 有 
界 的 , 因此 满足 本 征 值 问题 ( 式 (4.79)) 中 的 自然 边界 条 件 。 这样, 我 们 就 找到 了 一 个 本 征 解 。 
(2) 4 k=l=2n+1(n=0, 1, 2,…)( 即 1 为 奇数 ) 时 ， 
Che 一 cia = 0, css = 0, css = 0, *= (4. 84) 
于 是 
P (z) = c, + c, z° + c; z° deg (4.85) 
tB — RELSCSPRCAORIS I K£ KOS K3EBESURD T c,), 这 个 多 项 式 也 一 定 
是 有 界 的 , 同样 满足 本 征 值 问 题 ( 式 (4.79)) 中 的 自然 边界 条 件 。 这样, 我 们 就 找到 了 另 一 


— 104 — 数学 物理 方法 


个 本 征 解 。 

需要 注意 的 是 , 34 k=1=2n 时 ，y(z) 是 一 个 有 限 的 多 项 式 , 此 时 y,(z) 中 各 次 宕 的 系 
数 不 会 出 现 截至 项 c+, = 6,270. BUE. y (z) 仍 为 无 穷 级 数 , 也 就 是 说 , 勒 让 德 方程 的 通 
解 y(z)= y (z) +y (z)4 KE z= 士 1 是 发 散 的 。 当 k=1=2n+1 时 ， 情况 也 一 样 。 但 
是 , 这 里 我 们 关心 的 是 方程 的 本 征 解 ， 即 方程 的 满足 自然 边界 条 件 的 特 解 ， 所 以 , 只 要 得 
到 y, GO BRE y (z) 的 多 项 式 表达 就 可 以 了 。 

综 上 所 述 , 勒 让 德 方程 只 有 当 参 数 ! 取 正 整数 时 , 才 有 在 闭 区 间 |zl 入 1 上 的 有 界 解 ， 
因此 , 我 们 把 !(! 十 1) 称 为 方程 (4. 79) 的 本 征 值 , 而 相应 的 1 次 多 项 式 (4. 83) 或 (4. 85)， 即 
2o(z) 或 y,(z) 称 为 本 征 函 数 。 

2. 勒 让 德 多 项 式 的 定义 

可 以 看 到 , 勒 让 德 方程 的 本 征 值 问题 的 本 征 函 数 是 z 的 1 次 多 项 式 , 其 系数 取决 于 c, 
BR co 可 以 有 不 同 的 取 法 ,比较 繁琐 。 为 了 使 本 征 函 数 具 有 比较 简洁 的 便于 实际 应 用 的 
形式 , 同时 使 它 在 z=1 处 的 值 恒 为 1, 选取 最 高 次 寡 的 系数 为 

a = (4. 86) 


KX 
此 时 得 到 的 多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 , 用 P,(z) 表 示 。 下 面 写 出 它 的 具体 表达 式 。 
把 递 推 关系 式 (4. 81) 改 写 为 


=— _ &+2)Gk + _ G2) 1 
= UFD- R+ (4. 87) 


e 


^7 GQ-PDG+k+ D 


于 是 
PORE (Cer P -(c-p44-D. QD! 
5t 2(21— 1)" 2(2L— 1) 2132 
LQ — 1)2((2L— 1) (2L — 2) 1 
2e XUDU- DUU- DU 2)! 


= (一 1) 


EC (21—2)! 
TD a Da uem 


2 0-20-—3) 
= 774-3) 
-ciy U24- _ -DI 
4021—3) Zü—DIQ—21 


(21— 4)! 
DCD ; (4.89) 
$ ) FIS-D10-91 
2L 20-00-59 
477 7 7$-5) H 
= œp €220-9 (2L—4)! 


6(2L—5) 2'.210—2)!0— 4)! 


" (2 一 6)1 
= a — € .. 90. 
CP ZETEC 992 
因此 , 当 /一 2n 宇 0 时, 有 
" (2—26! 
ac —QGI—20! — 4.91 
a 7 CD ga pIG-201 sp. 
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其 中 ,4 一 0, 1,2, s [7]. 这 里 的 简化 记号 
L 
[4]- F O4 LA 830 
? (ul emo 
由 此 ， 得到/ 阶 勒 让 德 多 项 式 的 具体 表达 式 为 
Se (21— 2k)! Ha 


PG) = -p' 
40-7 21 CP IAU- DII ID] 


(4.92) 


它 是 ! 阶 勒 让 德 方程 在 |z| 短 1 上 的 一 个 有 界 解 。 因 此 , 方程 (4. 79) 的 本 征 值 问题 的 本 


征 值 和 本 征 函数 分 别 是 
A =U, y=P,G) 0-0,1,2, =) 


(4.93) 


1 阶 勒 让 德 多 项 式 也 称 为 : 阶 勒 让 德 函数 或 第 一 类 勒 让 德 函 数 。 由 其 表达 式 (4. 92) RT 


得 前 几 个 勒 让 德 多 项 式 分 别 为 : 
P.(z) 一 1 
P, (z) = z = cosó 


Pæ = + Ga! — 1) — 1G cos28+ D 


46r —32) = FG cos30+3 coso) 


P.G) = HC 一 30z 十 3) = a0 cos40 + 20 cos20 + 9) 


P, (z) 


Beo = 1 


lI 


8 128 
P,(z) = ina — 3152* -- 1052* — 5) 


- a; cos60 + 126 cos4g 十 105 cos20 + 50) 


它们 的 图 形 见 图 4.1. 


ind TN ° P 

PA) y 

e PAS a Ba) 

90 02 04 96 0.8 10 
E 


图 4.1 勒 让 德 多 项 式 PCz) 


(4.94) 


1.6325 — 702° + 152) = .1.(63 cos50 十 35 cos36 十 30 cosb) 
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由 图 4. 1 可 见 ， 存 在 有 下 列 关系 式 : 
了 P( 一 z) = C— 1)'P,(z) (4.95) 
PD =1 (4. 96) 


4.2.2. 勤 让 德 多 项 式 的 微分 和 积分 表示 


为 了 以 后 应 用 的 方便 ， 这 里 讨论 一 下 勤 让 德 多 项 式 的 其 他 表示 法 。 
1. 勒 让 德 多 项 式 的 微分 表示 


勒 让 德 多 项 式 的 微分 表示 
PG) = zie» (4. 97) 
称 为 罗 巨 格 (Rodrigues) 公 式 。 
证 明 ”用 二 项 式 定理 把 (zx* 一 1)' 展开 ， 
GD DD ze (4. 98) 


A naoi 
把 上 式 求 导 1 次 , z BÜSEUC21—2k 低 于 ! 的 项 在 1 次 求 导 过 程 中 称 为 零 ， 所 以 只 需要 保留 
21 一 2k 之 1 的 各 项 ， 即 k<1/2 的 各 项 。 因此 有 


1 dy ly C D! d a 
m 


gnasU CF HOOT dz 
zi Se py GL- 2 — 2k — 1) (— 2E H D cn 
= ZRI)! 
[Ur 
(20— 24)! fu 
- 一 1 A H 
24 V gOn-b5«0-201 
= PG) (4.99) 


2. 勒 让 德 多 项 式 的 积分 表示 
利用 解析 函数 的 高 阶 导数 的 柯 西 积分 公式 ， 得 到 勒 让 德 多 项 式 的 积分 表达 


1 Q—» 
Hj. ELI de (4. 100) 


其 中 , C 为 包围 6= 工 点 的 任意 正 向 ( 道 时 针 ) 闭 合 回路 。 这 叫做 施 列 夫 利 (Schlafli) 公 式 。 
证 明 利用 解析 函数 的 高 阶 导 数 的 柯 西 积分 公式 ， 有 


am 
Le 1 = zd (P—D ae (4.101) 
F 


zc (&— x)" 


P,(z) = z 


PIB EVIL» ERRU, RTH 


Lag Eb 
EC 对 Zeer) * 
还 可 以 把 勒 让 德 多 项 式 的 积分 形式 表示 为 定 积分 的 形式 。 为 此 , 取 C 为 圆周, 圆心 在 
=r Ñ, 半径 为 Viz 一 1|, ÆC E, 6 一 z= /Z—1e*, dei Jr] e” dy. FÆR 
(4, 100) 可 写成 
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x Tw dy 
Pœ — d. 1 [Gc + Vr’ — 16! — 1] i VE — det dp 
Rri ia (SF ley 
Laf — eren en y 


23)... arde 
=} NE Z= 116 +e] dy 
= ieu — Z cosp] dy (4.102) 
称 此 式 为 拉 普 拉 斯 积分 。 注 意 到 z 一 cosg, 代入 得 
P,(cos) = Hf [cose+ i sin cosġ]' dy (4. 103) 


苑 为 P(z) 的 定 积分 表示 。 


4.3 勒 让 德 多 项 式 的 性 质 


在 这 一 节 中 , 我 们 引入 勒 让 德 多 项 式 的 母 函 数 的 定义 ,在 此 基础 上 导出 勒 让 德 多 项 式 
的 重要 性 质 , 为 在 球 坐 标 系 中 求解 数学 物理 方程 提供 基础 。 


4.3.1 BiLA iE CS RE iR 


如 果 函 数 w(z, 7) 满 足 关系 
wlz, r) = DF, (zr (4.104) 


则 称 w(z，7) 为 已 (z) 的 母 函数 ， 也 叫 生成 函数 (其 中 ~ 可 以 是 复数 ) 。 

现在 的 问题 是 , 能 否 找到 勒 让 德 函 数 P,(z) 的 母 函 数 ? 下 面 我 们 来 考虑 一 个 简单 的 静 
电场 问题 : 

在 以 原点 为 球 心 的 单位 球面 与 = 轴 的 交点 N 处 放置 一 个 电量 为 4xe。 的 点 电荷 ， 如 图 
4.2 所 示 ， 求 球 内 任意 一 点 Mer, 9) 的 电势 ulr, 0). 


9 


图 4.2 单位 球面 上 的 点 电荷 在 球 内 的 电势 
根据 静电 势 的 定义 ，M 点 处 的 电势 为 


ulr, 0) =} 一 H 


d  /1—2rcosó- r 


(4. 105) 


< x—cos6, Jil 
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ur, a) = T = (Q — 2 + yt (4. 106) 
显然 ,函数 u 的 奇 点 ( 即 分 母 为 零 的 点 ) 在 1 一 2rz 十 二 一 0 的 点 ， 即 
— i r4 Vel (4.107) 


因此 , 只 要 y<min|z+ vz —1| ,就 可 以 把 式 (4. 106) f£ r=0 点 展开 成 泰勒 级 数 


A—2rr +y? = awr (4. 108) 
显然 ， 如果 展开 系数 C,(z) 恰 好 是 P,(z)， 则 根据 母 函数 的 定义 ，(1 一 2rz 十 二 ) t T 
P,(z) 的 母 函 数 了 ,下面 证 明 这 一 点 。 
根据 泰勒 级 数 展开 系数 的 积分 公式 可 得 


NT fo _ 1 £ G— 2 +" 
c. = z$ com qr = z$. ur dr (4. 109) 
其 中 , C 是 沿 逆 时 针 方向 绕 ~ 一 0 的 闭合 曲线 。 
作 变 量 代 换 , 令 
0-22 p) -1-w (4.110) 
可 得 
_ 20—2) 
pei E 
Fel 
PEES (4.111) 
e =m * 


代入 式 (4. 109) 8E 48. 
ewe Q=’ .—20-—2z2-0) 
aw = d Ll. ——— dt 


peT" (# —1)' 
£ —1 
Lt:20—2))" 
2d ( 过 一 1 ) Qz20-2mcü)a 
par 240—2)1" -D 
[ 在 一 1 ] 
Ld (Gi — 
= De Taa 4 
= P,(z) (4.112) 
于 是 有 
(1 — 2 +) = MPG (4.113) 


称 (1 一 2rz 十 二) -为 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 的 母 函数 。 
利用 母 函 数 可 以 方便 地 导出 一 系列 特殊 函数 的 性 质 ,十 分 方便 。 这 种 利用 母 函数 研究 
问题 的 方法 称 为 母 函 数 法 。 
例如 , 利用 式 (4. 113) 立 即 可 得 P,(z) 在 z— +1 的 值 。 因 为 当 z= 士 1 时 , 有 
Qt2r+r) = +m = Sre (4.114) 


= 
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即 把 (1 士 ") “展开 成 泰勒 级 数 ， 比较 两 边 的 系数 ,可 得 
P(D=1 
b D = 1 
同样 , 由 式 (4. 113) 比 较 系数 也 容易 得 到 P,(z) 的 表达 式 : 
P.G) = [GE2r- £1]. 71 


P, (æ) = [Zat] == 


=o 


说 明 一 点 , 在 4. 2 h LE 482 EE B0 A GE RR f) W RE RBO ci = 


的 就 是 为 了 使 勒 让 德 多 项 式 与 式 (4. 114) 中 的 展开 系数 一 致 
利用 母 函 数 法 ,还 可 以 得 到 勒 让 德 多 项 式 的 许多 性 质 。 


4.3.2. 勒 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 
勒 让 德 多 项 式 具 有 递 推 公式 
(2! 十 1D)zPi(z) — IP, (2) = Q+ DP, GO 
Pii (x) = zP; (£) — IP, GO) 
IP, (2) + zPra (z) = Pi G) 
(21+ DP, C) = Pin (z) — Pra (z) 
其 中 , 2=1, 2, e 
证 明 : 将 式 (4. 113) 两 边 对 r RS, 得 


G—nDO-2r +) = DUP ar 


= 


FO — 2rz- P RARA. 122), 得 
(r— DQ — 2r P3 = Q — 2 +) DP GO 
把 式 (4. 113) 代 入 等 式 的 左边 , 得 
a-Si =a -2r +O DP 


= 


比较 两 边 次 寡 的 系数 ,可 得 
zP,G) — Pa (z) = (1+ DPCz) — 2al P, Ca) + U DP C) 
整理 得 
(21 + DzP,G) — IP, (z) = (1+ DPA (£) 
即 式 (4. 118) 得 证 。 
同样 , 将 式 (4. 113) 两 边 对 = 求 导 , 得 
r —2r UY = MP Gor 
€ 


RU. 122) 乘 以 ~， 再 减 去 式 (4. 126) 乘 以 (z 一 >), 得 
rE PD = (z— r) P Gor 
= = 


(4.115) 
(4.116) 


(4.117) 


(2D! 
zap B 


(4. 118) 
(4. 119) 
(4. 120) 
(4.121) 


(4.122) 


(4.123) 


(4.124) 


(4.125) 


(4. 126) 


(4. 127) 
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比较 两 边 r CREBRO REG, T4 
IP,(z) = zP!(z) — Pa (z) 
即 式 (4. 119) 得 证 。 
对 式 (4. 118) 两 端 关 于 工 求 导 
U+ DP G) — GUE DP,G) — GL4-DzPrGO PAG) =0 (4.128) 
再 用 式 (4. 119) 乘 以 1, WERU. 128), 约 去 公 因子 ! 十 1, 即 可 得 
Pin (z) — Q+ DP,G) — P; (z) = 0 (4.129) 
即 式 (4. 120) 得 证 。 
RU. 129) 减 去 式 (4. 119) , 可 得 式 (4. 121)。 
这 些 递 推 公式 在 含有 勒 让 德 多 项 式 的 运算 中 经 常会 用 到 。 


4.3.3” 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 归 一 性 


勒 让 德 多 项 式 是 勒 让 德 方程 的 本 征 值 问题 的 本 征 函数 , 具有 本 征 函 数 的 共性 , 即 正 交 
归 一 性 , 在 [一 1, 1] 上 满足 如 下 关系 : 


2 
[PDP dz = 38 (4.130) 
证 明 首先 证 明 其 正 交 性 ， 
[PnP dz = o G xD (4.131) 
由 于 P,GOR PCz) 分 别 为 ! 阶 和 A 阶 勒 让 德 方程 的 特 解 , 满足 方程 

dr z, dP,G) % 
&[a aty ER Je vro) =0 (4. 132) 

dfe s, dP,(z) » 
&[a £T Ja + DPCz) =o (4.133) 


把 式 (4. 132) 乘 以 P, (z), 减 去 式 (4. 133) 乘 以 P,(z)，, 然后 积分 可 得 


1 
-UUD 一 AR 十 »j[ P,GOP, Cr) dz 
1 


2 [Í pe ifa- Bo) dz 一 | Pen [o-a 2] dz 


£ 1 r f. 
= (1— z°)P,(z)P, (z) |1 -[ Q — az) PrGOP  G) dz 
E 


ri 1 , a 
— QP GR |L + f A aP aP, ade 
A 


=Q (4.134) 
VOS k>1, 1G+1)—k(k+1)Z0, 则 必 有 
1 
f P,Gz)P,(z) dz 一 0 G> D (4.135) 
a 
正 交 性 得 证 。 


由 母 函 数 关系 式 (4. 113) 
ü—2rz £p)! = D Por + DAS = MOYBGORGU (4.136) 


= = = = 
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两 边 对 z 积分 ， 并 利用 正 交 性 式 (4. 135) 可 得 


' 
"M 
[FB LLS PP de 


1=0 t=0 1m0 


Xj. Pier” dr (4.137) 


又 因为 
dz 1f dG —2rr +) _ 2 a+r’? 
P » 
de wa 1-2 + — i ü-» (4. 138) 
注意 到 : 
xD. un 
I Dp (4. 139) 
可 得 
[IX PE - Xf. PH (2) dz + r” (4.140) 
由 此 可 得 
_ 2 
[e a= i (4.141) 


jd Ni =2/(2! 十 1)， 称 为 P,(z) 的 模 方 。 至 此 , 我 们 有 
[Pico C de ga 
利用 勒 让 德 多 项 式 的 递 推 关系 和 正 交 归 一 性 , 可 以 求解 含有 勒 让 德 函数 的 积分 问题 。 
804.5 求 积分 (1) [| Pep Go dz; (D f Bæ dz. 


R: (1) 由 递 推 公式 ( 式 (4. 118), 得 


2P, 2) = gr E + DP, CGO) + IP,, G)] 4. 142) 
RABH, 有 
: 
1 
f. =zP,(z)P, (z) dr = zf Pa OP dz ro Í. P, GOP,G) dz 
(4. M3) 
利用 式 (4. 130) 可 得 
ah -4-D 
zPGOP,G)dr-4 — 20410 _ (4. 144) 
fL. GEEDGEREDO- TD 
0C kl 


š i 
D f P de = f P, GoP co dz = 0 
E a 


814.6 RAELA- y] +6y=0 的 一 个 特 解 。 
解 : 方程 可 化 为 [(1 一 z*)y]' 十 2(2 十 1)y=0, 可 见 是 1—2 的 勒 让 德 方程 , 所 以 其 特 解 
可 写 为 
y= P,(z) 
如 同 三 角 函 数 的 正 交 归 一 性 的 用 途 一 样 , 勒 让 德 函 数 的 正 交 归 一 性 也 十 分 有 用 , 可 以 
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结合 递 推 公式 来 计算 含 勒 让 德 多 项 式 的 积分 等 运算 ， 微 分 方程 的 求解 以 及 函数 的 广义 傅 里 
叶 级 数 展开 。 


4.3.4 广义 傅 里 时 级 数 展 开 


根据 3. 2 节 本 征 函 数 的 特性 , 不 难得 到 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 在 区 间 [ 一 1，1] 上 构成 一 
正 交 完 备 函 数 系 。 因 此 , 可 以 利用 勒 让 德 函 数 作为 本 征 函数 族 , 对 满足 条 件 的 f(zx) 作 广义 
传 里 叶 展开 。 
定理 若 函 数 f(z) 在 区 间 [ 一 1, 1] 上 有 连续 的 一 阶 导数 及 分 段 连续 的 二 阶 导数 ， 则 
f(z) 在 区 间 [ 一 1，1] 上 可 展开 为 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 : 
fœ = DCP(z) (4.145) 
= 


其 中 ， 
c = ?HÀ[ porco dr GQ = 0 1, 2, =) (4. 146) 
i 


$4.7. 将 函数 f(z) 


Ë (0<z<1) 
—1 (-1&z«0) 


R: 由 展开 定理 f(z) = XP. 其中， 


= 


按 勒 让 德 多 项 式 展开 为 广义 传 里 叶 级 数 。 


i 
G= BEEN fP) dz 
DESI DESI 
= HHP copo ace Eie roo dz 


三 2E- fe. 2 az Pen dz] 4. 147) 
(1) 24 :为 偶数 时 ，P,(z) 是 偶 函 数 , 所 以 C,=0; 
(2) 当 LS POEMEN, MAC 一 《21 十 1)| PO de Rb Iter 
(&—0, 1, 2, =), WJ 
G= sio dz = af a= 3 


' A 
G= 中 PG) dz = ul l(ss—32) dz =— T 
š .2 8 


ti E E : = 11 
C, 2 11| Ps(z) dz = H| (63z' — 701° +152) dz = H 
° 8). 16 


所 以 ， 
fG) = $P. -i5G BG (4. 148) 


这 就 是 f(z) 在 [一 1， 1] 上 的 广义 傅 里 叶 级 数 展开 式 。 
例 4.8 在 区 间 [ 一 1, 1] 上 把 函数 f(z)=2z'`+3r+4 展开 为 广义 傅 里 叶 级 数 。 
解 : 本 题 可 以 按照 广义 傅 里 叶 级 数 展开 公式 ,根据 上 题 的 方法 ,逐步 求 得 展开 系数 ， 
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但 是 这 样 显 然 麻 烦 。 我们 可 以 注意 到 ，F(z) 是 一 个 的 低 次 寡 的 多 项 式 ， 而 勒 让 德 函 数 本 
身 也 是 关于 z 的 多 项 式 ， 事 实 上 完全 可 以 采用 “ 凑 ” 多 项 式 的 方法 ,把 faM Pu (z). 
Pi(z)、P, (xz) 和 Ps,(z) 的 线性 组 合 来 表示 。 这 样 , 我 们 就 立刻 可 以 得 到 f(z) 的 级 数 展开 式 
中 的 各 项 的 系数 。 由 
22 +32 +4 = coP,(z) +c P, (1) + e P, GO + cP, G) 
Sarita rta: 二 3 一 D 十 av TG — 3r) 


5 


fes Pea + (a- 3c)z+ (a —_ ha) (4. 149) 


1 


比较 等 式 两 边 系数 可 得 


因此 
f(z) = 22' +3r+4= AP CO + HP a) iB G0 (4.150) 


4.4. 勤 让 德 多 项 式 在 解数 理 方程 中 的 应 用 


在 3.5.3 节 中 , 我 们 已 经 看 到 , 在 球 坐标 系 下 , 令 ulr, 0, g) -RCOGCO QC) , 拉 普 
拉 斯 方程 分 离 变量 以 后 ,得 到 的 方程 是 


2 ËR dR _ > 
rgt q I+ DR = 0 


@'+m'@ = 0 (4,151) 
d $ (sino 29. Kau p =0 
其 中 , 第 一 个 方程 是 欧 拉 型 方程 , 它 的 通 解 为 
R,(r) = Cr! Dy (4.152) 
第 二 个 方程 也 是 我 们 常见 的 二 阶 常 微分 方程 , 它 的 通 解 为 
@. (g) = A, cosmg + B, sinmg (4.153) 
而 第 三 方程 就 是 我 们 熟悉 的 连带 勒 让 德 方程 ， 当 m—0 时 ,就 是 勒 让 德 方程 ， 即 
0—255' —2xy' - GT Dy -0 (4. 154) 


它 的 解 就 是 我 们 前 面 所 讨论 的 勒 让 德 函数 。 因 此 , 我 们 可 以 利用 勒 让 德 函数 的 定义 和 性 
质 , 根据 分 离 变 量 法 的 步骤 , 得 到 所 求 数理 方程 的 解 。 
例 4.9 已 知 半径 为 a 的 球面 上 的 电势 分 布 为 1(0), 求 此 球 内 外 的 无 电荷 空间 中 的 电 


势 分 布 。 
解 : 在 无 电荷 分 布 的 空间 中 , 电势 u 分布 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 
Au=0 
"um (4. 155) 


注意 到 球面 上 的 电势 分 布 与 ç 无 关 , 故 电势 分 布 具有 旋转 对 称 性 ， 仅 为 r. 0 的 函数 。 即 
m—0, 4 ulr, 0) -RCOGCD ,方程 (4. 155) 可 分 离 为 
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PER}, dR Ë I+ DR= 0 (4.156) 
a 7 dr f 
Halil 91a De-0 (4. 187) 


式 (4. 157) 就 是 勒 让 德 方程 。 在 物理 上 , 显然 要 求 所 有 方向 上 电势 值 应 该 是 有 限 的 , 即 式 


(4.157) 的 本 征 解 为 
60) = P,(cos0) (4.158) 


而 欧 拉 型 方程 (4. 156) 的 通 解 为 式 (4. 152)， 对 于 球 内 电势 分 布 问题 ， 要 求 当 r0 时 x|,-。 
AR, 故 必 有 D,—0, 所 以 


Ri(r) = Cr (4.159) 
根据 登 加 原理 , 球 内 问题 的 一 般 解 为 
ulr, 0) 一 Dapceosr (0<r<a) (4. 160) 
代 人 边界 条 件 |,-。 二 (9), 得 到 : 
ula, 0) = XCP, CcosDa' = f0) (4.161) 
由 广义 傅 里 叶 展开 定理 式 (4. 146) 可 以 得 到 
C, = + pop cosposint do (4. 162) 


球 内 电势 分 布 为 式 (4. 160)， 其 中 系数 满足 式 (4. 162). 
与 此 类 似 ， 对 于 球 外 电势 分 布 问题 ， 要 求 当 r 一 co 时 ul 一 有 界 , 故 必 有 C=, 
所 以 


R(G) = Dy? (4.163) 
此 时 , WAAR, 原 问 题 的 一 般 解 为 
ulr, 0) = 31D," P, Ccosf) (4. 164) 
利用 边界 条 件 xl ,一 PCO)， 可 得 
ula, 0) = Y Da "U P, Ceos) = f() (4. 165) 
从 而 , 可 确定 系数 
D, = LHLa | FOP, ceosb'sin do (4.166) 
球 外 电势 分 布 为 式 (4. 160, Se, 
这 里 需要 注意 两 点 : 


COD. 表面 电势 分 布 的 旋转 对 称 性 决定 了 解 与 p EX, 此 时 在 球 坐 标 系 下 分 离 变 量 , Jr 
程 中 的 m=0, 仅 有 关于 r、9 的 方程 。 

(2) 上 例 中 在 球 内 和 球 外 得 到 两 个 电势 分 布 的 表达 式 ， 即 式 (4. 160) 和 式 (4.164), Ç 
们 在 边界 r=a 处 (球面 上 ) 应 该 满足 “衔接 ”条 件 : ug lroa Sty |,-。。 

例 4.10 设 有 一 单位 球 , 其 边界 球面 上 温度 分 布 为 |,_, 二 cos*9, 求 球 内 的 稳定 温度 
分 布 。 
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LIE 温度 u 分 布 满足 的 定 解 问题 为 

[^u — 0 

i (4. 167) 
" 


li = cos’0 


同样 ， 边 界 条 件 与 p 无 关 ， 只 需 用 办 一 0 的 球 坐标 系 分 离 变量 ， 令 u(r, 90) 一 
ROWO, 得 方程 


HER eor SR Lia pR- 0 (4. 168) 
-L d (sing 9). a+ Do =o (4. 169) 

Er] (simo 9 o) -De ; 

参考 例 4. 9， 对 球 内 温度 分 布 问题 ， 以 上 方程 的 本 征 解 分 别 为 
Ri(r) = Cr', 8) = P,Ccos0) (4.170) 
合成 原 问题 的 一 般 解 为 
ulr, 0) = DCP(cos)r (ra) (4.171) 
名 


代 人 边界 条 件 |,-,=eos:0, 得 
au(1，0) = È CP, Cos = cos'ü = z (4. 172) 
当然 ， 我 们 可 以 直接 利用 广义 传 里 时 级 数 展开 定理 得 到 系数 C 但 是 这 样 比较 麻烦 。 
可 以 注意 到 Pi(z) 一 去 (3z 一 D，Pu(z) 一 1, 所 以 


= = +P,Go ino (4.173) 
比较 式 (4. 172) RIS CA. 173) 两 边 的 系数 ,可 得 
6-1 
c -i (4.174) 


G=0 020,2 
这 样 
utr, D = + + SP, os) (4. 175) 


4.5 ”连带 勒 让 德 函数 


接着 上 一 节 的 讨论 , 如 果 所 求 的 解 不 具有 绕 极 轴 旋 转 的 对 称 性 , 在 球 坐 标 系 下 分 离 变 


量 得 到 的 关于 0 的 方程 就 是 
1 d/ ， de om us 
zia d (simo $9 )- [a+ D 25 = (4,176) 
即 连 带 勒 让 德 方程 (也 称 为 综合 勒 让 德 方程 
0-255 — 2zy' + [jj 712 


zb- -0 (4.177) 
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其 中 , m=0, +1, +2, …，, 是 由 关于 @ 的 本 征 值 问题 所 确定 的 本 征 值 。 


4.5.1 连带 勤 让 德 函数 本 征 值 问题 


同样 , 对 于 连带 勒 让 德 方 程 (4.177) ,要求 在 [一 1, 1] 区 间 上 有 有 界 解 , 这 就 构成 了 该 

方程 的 本 征 值 问 题 
ee enn 
vla 

为 了 求解 这 个 本 征 值 问题 , 我 们 有 以 下 两 种 方法 , 一 是 仿照 勒 让 德 函数 的 本 征 值 问题 
求解 过 程 ,z=0 是 方程 的 常 点 ,直接 利用 级 数 解法 确定 系数 递 推 关系 ,进而 确定 方程 的 
解 。 但 这 个 过 程 很 繁杂 , 不 便于 求解 。 因 此, 我 们 采用 一 种 新 的 处 理 方法 , 这 也 是 处 理 数学 
物理 方程 时 值得 学 习 的 一 种 解决 问题 的 有 效 途径 。 

可 以 发 现 , 勒 让 德 方程 可 以 看 成 是 m— 0 的 连带 勒 让 德 方程 , 那么 , 如 果 连 带 勒 让 德 
方程 的 解 通过 某 种 途径 变形 , 能 够 与 勒 让 德 方程 的 解 即 勒 让 德 函 数 联系 的 话 , 就 可 以 通过 
勒 让 德 函 数 定义 连带 勒 让 德 方程 的 解 ， 从 而 可 以 直接 利用 前 面 所 有 勒 让 德 函数 的 性 质 得 到 
连带 勒 让 德 方程 的 解 即 连带 勒 让 德 函数 (也 称 为 关联 勒 让 德 函 数 ) 的 性 质 。 这样， 所 有 的 问 
题 都 将 很 容易 解决 。 

因此 ,首先 作 变换 


(4.178) 


y(z) = 0— 25v) (4.179) 
则 


mr 


y(z) = (1 一 aeo = v] 


z 
= 


"REPE 1e ETE UA m° z° — m — mz? 
yG) = (1 zx) [Vn) IG) +I r vw] 
代入 方程 (4.177), PAARA) Ë, 44 
Q — rda) —2(m+ zo (z) [IG 4) — GG -1)]e — 0.— (4.180) 


同时 ， 对 于 勒 让 德 方程 ，P,(z) 是 它 的 本 征 解 ， 即 


Q — z)PrG) — 2zPi (z) + I + DP,G) = 0 (4.181) 
两 边 微 分 一 次 ,得 
Q — DIP GO — 2z0 + DEP GO - [4 4- D — 10 2 DJP GO = 0 
再 次 微分 得 


Q DEP aY — 2z(2 + DIP D] + LG + D — 22 + D]E G2 = 0 
于 是 ,连续 微分 m X. 可 得 
A — DEP D] — 2zGi4- DEP? GO] UG + 1) — mm+1)JPr(z) = 0 
(4.182) 
可 以 看 到 , 方程 (4. 180) 正 好 是 勒 让 德 方程 逐 项 微分 m 次 的 结果 。 这 说 明 Pr (z) 就 是 方程 
(4. 180) 的 一 个 特 解 ， 即 
v) = PPG) (0<m<D) (4.183) 
代入 式 (4. 1790 , 得 到 连带 勒 让 德 方程 的 一 个 特 解 
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y) = 0 — zt) P7 (z) (4.184) 
并 采用 记号 
PRG) = A- Ëa) (O< m«D (4.185) 
称 之 为 1 阶 m 次 连带 勒 让 德 函 数 。 则 得 连带 勒 让 德 方程 (4. 177) 的 一 特 解 为 
y= PG (4. 186) 


我 们 已 经 知道 ， 勒 让 德 方程 和 自然 边界 条 件 ， 即 解 在 [一 1， 1] 上 是 有 界 的 ,构成 的 本 
征 值 问题 中 , HEEE LUDUS, 1, 2, 0), 本 征 函数 则 是 勒 让 德 多 项 式 P,(z)。 那 
么 ,对 于 连带 勒 让 德 方程 的 本 征 值 问题 , 本 征 值 也 就 是 !(! 十 1), 本 征 函 数 就 是 连带 勒 让 德 
函数 P" (zx)。 

由 连带 勒 让 德 函 数 的 定义 式 (4. 185), 我 们 容易 写 出 前 几 个 Pr (x) 的 表达 式 , 如 
Pi(z) = Q — z)! = sin 


Pi(z) = 3x0. — zt = i sin20 
Pi(z) = 30 —4) = $0 — cost) 
A 人 LX gor : 
Pi(z) = $4 —a5* Ga — 1) = Š csin0 + 5 sin30) 
2 8 (4. 187) 
Pi) = 15(1— zx)z= 1E (eos — cosa) 
PI) = 150 =°)? = D sing — sin30) 


Pi (z) = PCz) 


根据 勒 让 德 多 项 式 的 微分 表达 式 ， 即 可 写 出 连带 勒 让 德 函数 的 微分 表达 式 为 


Pr(z) = mM ino _ D! (4.188) 
该 式 也 称 为 罗 巨 格 公式 。 
同样 由 解析 函数 的 高 阶 导数 的 积分 公式 ， 可 写 出 缔 合 勒 让 德 函数 的 积分 表达 式 为 
pr(z)= 8 = dá Uim at FS de (4.189) 
其 中 ，C ADE B nh EL ER £= x 的 闭合 回路 。 也 称 此 为 施 列 夫 利 积分 公式 。 
有 以 下 两 点 需要 说 明 : 


CD 既然 Pi(z) 是 1 次 多 项 式 , 最 多 只 能 求 导 1 次 , 因此 >m. XE 的 一 个 确定 值 ， 
m=0, 1, 2, =, 

(2) 前 面 获 得 连带 勒 让 德 函数 时 是 从 勤 让 德 函数 延续 下 来 的 , 即 在 条 件 OSM 下 得 
到 的 , 但 是 我 们 可 以 发 现 , 连带 勒 让 德 方程 中 只 出 现 m*, H m J: 3638. 即 把 m 换 成 一 mm， 
连带 勒 让 德 方程 保持 不 变 。 因而 车 把 式 (4. 188) 中 的 m Ulm. 所 得 到 的 函数 
a-y? a7 

21 dr™ 


PG = G—D' (4. 190) 
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也 就 是 方程 的 解 。 事 实证 明 , Pi" (zx) 和 P7(z) 只 差 一 常数 因子 。 即 


ay cops cmt 
PD = COD" unu Oxm«D 


4.5.2. 连带 勤 让 德 函数 的 性 质 
在 勒 让 德 多 项 式 的 基础 上 , 我 们 易于 导出 连带 勒 让 德 函数 的 一 系列 性 质 。 
1. 连带 勒 让 德 函数 的 母 函数 
由 惑 让 德 多 项 式 的 母 函数 公式 
Q —227 + t = MPG 


两 边 对 工 微分 mm 次 ,得 到 
1.3。5…(2m 一 1D)m” _ > d'PG), 


227 +r £i d 
HJ 

1°3°5%(2m—1) _ sS PP) rn 

(1 一 2zr 十 Pr fa da" 


两 边 同 乘 以 (1 一 z*)"”?，, 得 到 
1.3757 m—1) PE — S Im 
dicineisyd 12 yt = Emo 
因此 ,根据 母 函 数 的 定义 ,连带 勒 让 德 函数 P”(z) 的 母 函数 为 
143 
0-22 + pnt 
2. 连带 勒 让 德 函数 的 递 推 公式 
(--1— mP GO) — (21+ DzPz G2 + Q+ m)Pr (z) = 0 
WEB] 由 勒 让 德 多 项 式 的 递 推 关系 
G+ DP (z) — (21+ DzP,G) + IP, (2) = 0 
两 边 对 z Rm 次 导数 , 得 
G+ DP G) — (21+ 1)zP7 (z) — m(2I + DPF GO + IPP, (z) = 0 
又 由 递 推 关 系 


2m— Dl ur 


(21+ DP,(z) = Pin (z) — Pra) 
WU z Rm —106 539048 
mL D PP G) = mPz, (z) — mP? (z) 
把 式 (4. 201) 代 入 式 (4. 199) , 并 乘 以 (1 一 zx" 六 得 证 式 (4. 197). 
用 同样 的 方法 , 我 们 还 可 以 得 到 其 他 的 递 推 公式 : 
GL DO — 201 P7 (z) = Pr (z) — PP (z) 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


191) 


192) 


193) 


194) 


. 195) 


196) 


197) 


198) 


(4.199) 


(4. 


(4. 


200) 


201) 


IHDA IPC) = Q+ m) m DP GO — Q— m--2)0 m+ DPz GO 


(I+D z?) SD GT DG n)P74, GO —I(—m+ 1)Pn Ca) 


(4. 


202) 
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3. 连带 勒 让 德 函数 的 正 交 归 一 性 
连带 德 让 德 函数 的 正 交 归 一 性 表现 为 
J POPO dr = (mt 2 


mm UD (4. 203) 


， 称 为 P7(z) 的 模 。 


m= f PORD dz (4. 204) 


代入 式 (4.185) 得 
" 
m, =Í (1 一 zz2)"P7(z) dP” (z) 
a 
" 
= 0-32) PP GP?! (a) | -| Pj (z) d[(1— 2)" PP" (z)] 
E 
' 
=Í P (G) dE — 257P/? G2] (4.205) 
E 
对 式 (4.182) 两 边 乘 以 (1 一 x*)", 得 
Q1 — à)" PP" G) — 2zGmn 41) 0 — 2!" Pf"? (3) 


+[IG + 1) —m(m+1)](1 — z)” PI?” (z) = 0 (4.206) 
即 


&ta-ao7 P6 =- [+ 1) — mir 1)]0 rP Gr) (4.207) 
因此 ， 把 式 (4. 207) 代 入 式 (4. 205), 得 
' 
m- Li 0 — mi - (3| 0 — zt” PIT (zx) P (x) dz 
E 


= (+m)(1—m+ DI 
= (Q+m)((—m+1)G(+m—1 G —m+ 2 72 


= (+m)(I—m+1)(I+m—1)((—m+2)--(+m—m+1)(—m+mI 


— (+m! _ dH r 
s= ail POP az 


0 ox) 
E 2 (4. 208) 


Umi aF (=b 


正 交 归 一 性 得 证 。 

4. 广义 傅 里 时 级 数 展开 

类 似 地 , 在 区 间 [ 一 1, 1] 上 具有 连续 的 一 阶 导数 、 分 段 连续 的 二 阶 导数 的 函数 f(x), 
同样 也 可 按 连带 勒 让 德 函数 进行 广义 傅 里 叶 级 数 展开 : 


f = MC PL (z) (4. 209) 


其 中 
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Si 
E 


注意 , 若 用 一 m 代替 m， 上 式 仍然 有 效 。 
4.5.3 连带 勤 让 德 函数 在 解数 理 方 程 中 的 应 用 


c; = 


(4. 


210) 


2E (QUT Mri GE ORC, YE E LE OB Skull RR AE Eg RR PHARE, 求解 不 具有 


旋转 对 称 性 的 一 般 定 解 问题 。 


例 4.11 在 半径 为 a 的 球面 上 的 电势 分 布 为 |,-。 二 wu, sin 0 cos29, 求 此 球 内 的 电势 


分 布 。 
解 : 定 解 问题 为 
Au=0 
j^ l,-, = uç sin°0 cos2g 
此 时 ， 边 界 与 8 有 关 , 令 ur, 0) =—RG)6(00(@), 分离 变 量 , 得 方程 
PER ood lae pR- 0 


d 
4'-»e-0 
ai g (sino 8)+ paro- 25 =0 
以 上 三 个 方程 的 本 征 解 分 别 为 
RO = Cr 
0, (9) = A, cosmp + B, sinmp 
@(0) = Pra) 


则 合成 原 问题 的 一 般 解 为 


ulr, 0, 9) = > DCA, cosmo 十 B。sinmp)mP7(z) 


[P 


代入 边界 条 件 ul,- =u sin*g cos2g, 得 
EN" 
D > CA, cosmo + B, sinmg)a P7 (z) = uç sinzb cos2p 
== 


对 比 等 式 两 边 , 注意 到 m—2, 12m. 而 P; (cos0) =3 sin°0, 所 以 


lo 


> Xo cosmo + B? sinmg)a' P (cosg) = “° cos2çP; (cosf) 
X CIRC, n 可 得 “ 
=, Ap-0.mz2, Bp-0 
所 以 原 问 题 的 解 为 
ulr, 0, p) 一 E» 2P? (cos0) cos28 


4.6 球 B X 


(4. 


a. 


(4. 


(4. 


(4. 


211) 


. 212) 
. 213) 
.214) 


.215) 
. 216) 
. 217) 


.218) 


219) 


220) 


221) 


222) 


至 此 , 我 们 已 经 掌握 了 在 球 坐标 系 中 变量 分 离 解数 理 方程 的 方法 ， 得 到 了 用 勤 让 德 函 
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数 或 者 连带 勒 让 德 函数 表示 的 解 。 在 此 基础 上 进一步 学 习 球 函数 。 


4.6.1 一 般 的 球 函 数 定义 


在 一 开始 学 习 球 坐标 系 中 对 交 姆 霍 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 的 分 离 变量 时 , 已 经 得 到 关 
于 角度 量 9 和 ?9 的 方程 


a3 3 (2) ERIT (4. 223) 


称 此 方程 为 球 函 数 方程 。 进 一 步 使 用 分 离 变量 , 令 y(9, e) 二 $B(g)8B(9), 得 到 的 就 是 我 们 
前 面 已 经 讨论 过 的 方程 


a sino 2) [i - Ze =0 (4. 224) 
@'+m'@= 0 (4.225) 
显然 , 这 两 个 方程 满足 自然 边界 条 件 和 周期 条 件 的 解 分 别 为 
s = Pr(z) 
_ |sinmg (4. 226) 
9o end) 


其 中 , 10, 1, 2, 7i 1 一 0，1，2，…，!。 这 里 的 {} 表 示 其 中 列举 的 函数 可 以 任 取 其 一 。 
所 以 球 函数 方程 (4. 223) 的 解 为 


YO, p) = PrGO d (4. 227) 
cosmo 
其 中 , 150, 1, 2, 7 m=0, 1, 2, =, Le 我们 称 此 解 为 球 函数 ，! 为 球 函 数 的 阶 数 。 
显然 , 线性 独立 的 ! 阶 球 函数 共有 2! 十 1 个 。 这 是 因为 对 应 于 m —0, 由 一 个 球 函 数 
Pi(cosb); 对 应 于 m—1, 2, =, 1， 则 各 有 两 个 球 函 数 PT GO. sinmg PT Gr) cosmp, 53 


外 ， 根据 欧 拉 公 式 cosmo 和 sinmg 均 可 由 YRR, 所 以 , 球 函 数 还 可 以 重新 表示 为 指数 
形式 

Yr, ge Pr(z)e” (4. 228) 
其 中 , 1=0, 1,2, e; m—0, 1, E2, , Ele 事实 上 , e”™” 就 是 式 (4. 225) 满 足 周期 条 件 
的 解 。 可 以 看 到 , 前 面 学 习 的 勒 让 德 函数 、 连 带 勤 让 德 函数 都 属于 球 函 数 。 简单 说 , 球 函数 
就 是 我 们 在 球 坐标 分 离 变量 时 得 到 的 关于 球 坐标 的 角 量 0 和 9 的 方程 ( 球 函数 方程 ) 的 解 。 


4.6.2 球 函数 的 正 交 归 一 性 


为 了 应 用 的 方便 , 常 将 式 (4. 228) 所 表示 的 球 函 数 乘 上 Pm(cos9) 和 e™ 的 归 一 化 常数 后 
WA Yo nO, p), Bl 


(4. 229) 


其 中 , 10, 1, 2, =; m=0, X1, 2, =, cL. 称 此 为 1 阶 球面 调和 函数 ( 亦 称 为 球 谐 函 
数 , 本 书简 称 为 球 函数 ) 。 
显然 ，! 阶 球 函数 在 单位 球面 上 是 正 交 归 一 的 , 满足 
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0 Gs kz2msn 


[[ v.s eue p sasa anan = | Ca aa n 8» 
其 中 ,Y,, ,是 Y, BREK, 且 
Yas = CDY, (4. 231) 
独立 的 1 阶 球 函 数 共 有 20-1 个 , 这 里 给 出 常见 的 几 个 球 函数 ， 即 
Yo = 
Yyo 一 


(4. 232) 


J15 sing cosge 


4.6.3 球 函 数 的 应 用 


同样 , 定义 在 0<0<x, 0<g<2x 上 的 连续 函数 AO, p), 可 以 按 球 函数 Y, "进行 广义 
傅 里 叶 级 数 展开 ,得 


i'a 
f@, 9) = D 316,. Y... 0, 9 (4. 233) 
eiie 
其 中 
x 
Crn = ff f@, OY. (0, e) sind dgdà (4.234) 
vo 
904.12. 将 /(0, Q) —cosg sin30 按 球 函 数 展开 。 
解 : 因为 
cosp sin3 = sin39 °” + €” (4.235) 
由 式 (4. 187) 知 
sin30 = ÉP: (eos) = im (cos) (4. 236) 
[4 


erte? 
2 


cosg sin30 = [ŠP Cos) - S Pl eos ] 


a 1 E 
= iP ose" + TP; ose t= iP (cost) e* — JE Pi (eos0)e * 


4 aru _ 4 fiii 
I5 NEFI 2 O 9 gy 7 gia (0, 9 


1 fix2! 1 fix 
-NF o Yi 9) io a orf C 9 
16 [8 16 [8 

71s [Ya 0. D-i TZ Y. (0, 9 


-i 2*Y,, 0. o-i JEY co. p (4. 237) 
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计算 中 用 到 了 式 (4. 229) 和 式 (4. 231)， 当 然 我 们 也 可 用 展开 系数 公式 式 求 上 述 函 数 的 
球 函 数 展 开 。 

例 4.13 在 半径 为 a 的 球面 上 的 电势 分 布 为 zx|,-。 一 zx sin 0 cos29， 求 此 球 内 的 电势 
分 布 , 要求 用 球 函数 Y. 表示 。 

解 : 我 们 已 经 在 例 4. 11 中 求解 过 此 题 了 , 其 定 解 问题 为 


Au=0 
n lma = u, sin°0 cos2g 
这 里 只 是 要 求 把 解 的 形式 用 球 函 数 Y, 表示 而 已 , 因此 , B| 4.11 中 的 分 离 变量 的 求 
解 过 程 均 有 效 , 把 原 问题 的 一 般 解 表示 为 


n 
utr, 0, 9 = D > Cr Y . (0, 9) (4.238) 
— 


又 由 边界 条 件 


u |,-, = us sinzb cos2g = * sin Ole”? + e Ë) 


= E a sin? err 十 = sin de “| 


Ew [Y,.,(@, g) + Ya.» 9)] (4. 239) 
所 以 ， 
D DC na Yan (O p) = Ia LY, 0.) E Yo, Pp] — 4.240 


[I 


比较 两 边 对 应 项 系数 ， 得 
[I3 


C, |a = C, sa! = Sus (4.241) 
Bp 
Guo E COn 一 0 QE2BmetD (4. 242) 
所 以 方程 的 解 为 
urs 0; p) = NET HEY, (0, p) + Y, a0, 91 (4. 243) 


4.7 Wi ÆRA 


在 3.5 节 中 , 我 们 已 经 看 到 ,在 柱 坐 标 系 中 对 亥 姆 霍 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 分 离 变量 
时 会 得 到 一 个 " 阶 贝 塞 尔 方程 
a5 y Go) + zy (z) + (z! — ')y(z) 一 0 (4. 244) 
在 4.1.3 节 中 我 们 已 经 对 此 方程 求解 , 得 到 了 在 0 二 |z| 二 oo 上 收敛 的 解 , 即 v 阶 贝 塞 
尔 函数 


ees 


n Gies ofi 
LG = MCI ioixep(?) 和 


s= 194: = 数学 物理 方法 


2 


-= po 1 z 
LG = ZeD areol?) Mes 


= 


从 本 节 开 始 , 我 们 将 重点 讨论 这 个 特 解 ， 即 贝 塞 尔 函 数 的 性 质 和 应 用 , 进而 学 习 掌握 
有 关 柱 函数 的 知识 。 


4.7.1 三 类 贝 塞 尔 函 数 ( 贝 塞 尔 方程 的 解 》 


在 3.5 节 中 我 们 看 到 , 亥 姆 堆 兹 方程 或 着 拉 普 拉 斯 方程 在 柱 坐标 下 分 离 变量 时 得 到 关 
于 变量 o 的 方程 为 
p R'aR' Gy — nR = 0 (4.247) 
其 中 , 外 一 一 pi n=0, 1, 2, =, 车 令 工 二 kp，y 二 R(p), 则 可 以 得 到 式 (4. 244) 的 表达 式 ， 
即 贝 塞 尔 方程 。 
(1) 当 ，* 为 非 整数 时 , HRA. 245) 和 式 (4. 246) 给 出 了 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 独立 的 
解 ， 称 为 第 一 类 士 " 阶 柱 贝 塞 尔 函 数 [本 书简 称 为 贝 塞 尔 函数 ,或 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函 数 ]。 在 4. 
1.3 节 中 已 经 讨论 过 , 这 两 个 级 数 解 的 收敛 域 为 0 一 |z| 王 cc, 并 且 这 两 个 解 是 线性 无 关 
的 , 因此 , 方程 (1. 23) 的 通 解 为 
y(z) = cl],(z) + eJ, (z) (4.248) 
(2) 当 v 为 正 整 数 或 零 时 , J.(z) 和 了 丁 ,(z) 线 性 相关 ， 此 时 ,我 们 可 以 得 到 十 分 重要 的 
整数 阶 的 贝 塞 尔 函 数 ， 即 
1 ak 


J.G) = De D mopi2) (4. 249) 
在 实际 中 , 我 们 经 常用 到 零 阶 和 一 阶 贝 塞 尔 函 数 
: 4 ç 中 ty aQ 
AG = 1- (4) *as(2) - arz) += + (z) mis 


(4. 250) 


3 p 


Jie i-a() taal) ^22) +“ +a p) 


(4. 251) 
它们 分 别 是 关于 z B 6 SC 6 63k. 在 图 4. 3 h, AAMT a), J. (z). J (z) f 
J, (z) 4 z2>0 时 的 图 形 ; 0 的 图 形 可 以 分 别 根据 各 函数 的 奇偶 性 得 到 。 由 此 图 可 以 看 
出 , J,(z) 是 一 个 衰减 振荡 函数 , ]。(z) 的 图 线 与 工 轴 有 无 穷 多 个 交点 ， 即 ],(z) 一 0 AEN 
多 个 实数 根 ,我 们 称 之 为 J,(z) 的 零点 , 并 记 做 zL, RR n 阶 贝 塞 尔 函 数 的 m 个 零点 。 由 
图 4.3 可 以 看 出 J,(z) 和 了 本 (zx) 的 零点 值 。 
注意 到 


ien 


-$c-D l 工 
1G = 3C P gro EgED(Z) Mn 
34 k<n it, P( —n+k+1)=co, BEA J-. GO rh ñi n URBIS E MAA 


Pon ET 
Lo 7 CP mcn) ung 


4—nk-l, 得 
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T TIT 
0123.4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 
x 


图 4.3 几 个 常用 的 整数 阶 贝 塞 尔 函 数 


LG) = 3c p «xim = CD conl) 
= C 1J,G) (4. 254) 

所 以 , J,(z) 和 J_,(z) 线 性 相关 。 此 时 需要 引入 另外 一 个 线性 独立 的 解 ,在 4. 1. 3 节 

中 ,根据 宕 级 数 求解 的 一 般 理论 , 另 一 独立 解 具有 形式 (4. 39) 的 解 , 但 是 这 样 做 相当 麻烦 ， 


我 们 可 以 采用 以 下 的 方法 处 理 : 
取 J 和 J_, 的 适当 的 线性 组 合 , 使 当 非 整数 ， 趋 于 整数 时， 该 线性 组 合成 为 了 型 的 不 


定式 ,然后 通过 决定 这 个 不 定式 的 值 来 得 到 v 为 整数 时 的 第 二 个 特 解 。 符 合 这 一 要 求 的 
JA J- WRESTI E 
LG) cosyn — 1, G2) 


N, (x) = —— OO (4.255) 
sinyz 


称 此 为 第 二 类 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函数 [或 ( 柱 ) 诺 依 曼 函数 、 第 二 类 柱 函 数 ]。 

BR, 当 v 不 为 整数 时 ，N,(z) 是 贝 塞 尔 方程 的 与 J,(x) 线 性 无 关 的 解 。 因 为 N,(z) 是 
两 个 线性 无 关 的 解 ] 和 ]-, 的 线性 组 合 。 

3 =n BE, RA. 255) 右 边 是 一 不 定式 ,我 们 可 将 之 表示 为 


J.G) cosvr 一 本 ,Cz) 


en 


N,(z) = limN,(z) = lim == (4.256) 
由 洛 必 达 法 则 可 得 
Laaa) (2 02.21.) 
Nay = [ER - nay — jj: (4.257) 
将 ].,(z) 的 级 数 表达 式 代 入 式 (4. 257), TE N, GO BU ZCBCRGA SOR 
> zo 01S G=k=DI/(zy*” 
NG) = SG) In $ iM zT (2) 
f o (C—D* gt 
-A GED EHD tere DI) 


(4. 258) 
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其 中 , %1) 一 一 ”一 一 0. 577 216, y 是 欧 拉 常 数 ， $e D--—r HR BER. 
当 n=0 时 , 有 


ug z _ 2 1) A Wa 
N, (2) = ZG) In + :2) Gp $a D($) (4.259) 
可 以 证 明 ，N。(z) 是 贝 塞 尔 方程 的 解 。 因 为 由 
zJ G) + z]. G) + (zt i), C) = 0 (4.260) 
将 此 式 对 v 求 导 , 得 
, d* 3J, (x) d 3J.Gz) ，。 2, 3J (2) =. 
Ti tta t+) —0 — G.26D 
同 理 ， 
:d 3J), daz) |, ，aJCz) _ 9p 
Fd x4. 3,2 0 90 T M4.) = (4.262) 
式 (4. 261) 减 去 式 (4. 262)， 再 乘 以 (一 1)”, 得 
2 d: Foz) _ ， Q2.) d[3LGO _ 2L.) 
24 n zz A -cpE ] 


aJ, Cz) s 9J., Cr) . 
+Q op op nux BI, — (= DL, G2 |= 0 (4. 263) 


34 =n i}, WA 
z NL G) + zN, GO + (z! — 4 )N,Cz) = 0 (4. 264) 
所 以 ，N,(z) 是 贝 塞 尔 方程 的 解 。 
另外 ，N, (zx) 也 是 与 J,(z) 线 性 无 关 的 , 因为 N,(z) 与 J],(z) 在 z+=0 时 性 质 不 同 。 当 
z—0 时 ,由 式 (4. 249) 得 
J0) =1, L(O)—-0 (20D (4. 265) 
而 N,(z) 在 z=0 点 是 发 散 的 , 有 


Nela) ~ Z In Z > oo 
"LE, 


N a) ~— EZB)" —— e» (4. 266) 
z 


可 见 ， 当 z 为 小 变量 时 , J,(z) 和 N,(z) 有 明显 的 不 同行 为 ， 所 以 两 者 线性 无 关 。 
综 上 所 述 , 无 论 v 是 否 为 整数 ，N,(z) 都 是 与 J],(z) 线 性 无 关 的 贝 塞 尔 方程 的 解 , 故 贝 
塞 尔 方程 的 通 解 可 表示 为 
y(z) = AJ, G) + B,N, (2) (4. 267) 
需要 注意 到 在 z=0 点 ， 当 "一 ?时 ,，N,(z) 一 一 coi 4 vn 时 , 由 于 J-,(z) 一 cc， 同样 
有 N,(z) 一 一 co。 所 以 , 在 研究 圆柱 内 部 的 亥 姆 元 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 时 ,为 了 满足 解 
在 圆柱 轴 ( 即 o=0 或 zx 二 0) 上 有 限 , 应 当 会 去 N,(z)。 
(3) 在 实际 问题 中 (如 在 讨论 波 的 散射 问题 时 )， 人们 又 定义 
H (z) = ],(z) +iN,(z) 
地 G) = ],Gz) 一 iN.Cz) 
称 此 为 第 三 类 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函 数 [或 ( 柱 ) 汉 克 尔 (Hankel) 函数 、 第 三 类 柱 函 数 ]。 显然 , 这 两 


(4. 268) 


第 4 章 特殊 函数 — 1M — 


个 汉 克 尔 函 数 是 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 由 式 (4. 268) 可 以 看 出 , 三 类 柱 函 数 
HP GO, HË (zx)、J,(z)、N,(z) 之 间 的 关系 , 十 分 类 似 于 e", e. cosz, sins 之 间 的 


关系 。 
总 之 ,通常 把 以 上 三 类 函数 ].(z)、N,(Cz) 和 H,(z) 统 称 为 柱 函 数 ， 以 Z,(z) 统 一 来 


表示 。 
4.7.2 贝 塞 尔 方程 的 本 征 值 问题 


现在 我 们 来 讨论 在 柱 坐 标 系 中 对 交 姆 霍 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 分 离 变 量 所 得 到 的 贝 塞 
尔 方程 的 本 征 值 问题 。 显 然 它 是 由 方程 (4. 247) 和 有 界 性 自然 边界 条 件 RC |,-。 一 有 限 或 


三 类 齐 次 边界 条 件 [“ 全 十 PR ] | 一 0 构成 的 ， 即 
p R' + gR' - G^ — n )R—0 
R) |-。 一 有限 (4. 269) 
[e * +m] NL 


其 中 , k=4 一 py， n=0, 1, 2, 
由 上 一 节 的 讨论 立即 可 得 方程 (4. 269) 的 解 为 


Ro) = J, (kp) (4.270) 
下 面 仅 对 在 p—a 端 有 第 一 类 边界 条 件 
R(a) = 0 (4.271) 
的 情况 进行 讨论 : 
由 式 (4. 271) 可 得 
J, Ga) = 0 (4. 272) 
根据 4.7. 1 节 中 J,(zx) 的 零点 的 定义 , 立即 可 得 
ka = al (4. 273) 


其 中 , z, RR n 阶 贝 塞 尔 函数 的 第 mm 个 零点 。 
故 本 征 值 问题 ( 式 (4. 269)) 在 第 一 类 齐 次 边界 条 件 下 的 本 征 值 为 
za 


如 = (4. 274) 


而 相应 的 本 征 函 数 为 
RQ = J, kp) = 1 (5) (4.275) 
至 于 其 他 两 类 边 值 问题 , 也 可 完全 按照 以 上 的 方法 , 来 求 得 其 本 征 值 和 本 征 函 数 。 


4.8 贝 塞 尔 函数 的 性 质 


类 似 于 对 勒 让 德 函数 的 讨论 ， 以 下 重点 讨论 贝 塞 尔 函 数 的 性 质 。 
4.8.1 贝 塞 尔 函 数 的 母 函 数 和 积分 表示 
对 于 整数 阶 的 贝 塞 尔 函数 ].(z)， 有 如 下 的 母 函数 关系 式 ， 
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eK 2 Gor (4. 276) 


DT MET eC D A GESERUIHO TURCIS IRE, ONEEN. 
证 明 利用 指数 函数 的 展开 式 


= »xi(y HESS 4. 277) 
eo > z (- z) MESES (4. 278) 
对 于 固定 的 x， 以 上 两 个 级 数 在 0 一 1t| 一 co 都 是 绝对 收敛 的 , 故 可 逐次 相 乘 ， 即 
n 2 iay oc 4 
eCD -X3i() Daa) (4.279) 


注意 , MRE C 的 赛 次 数 可 能 大 于 、 等 于 或 者 小 于 零 .为 了 得 到 乘积 中 的 09 F MON" 
《za 之 0)， 我 们 应 取 式 (4. 278) 中 的 所 有 各 项 而 分 别 用 式 (4.277) 中 的 1!=m 十 n 项 去 乘 ; 反 过 
K, 为 了 得 到 乘积 中 上 的 负 宕 次 项 上 (At 之 0),， 应 取 式 (4. 277) 中 所 有 各 项 分 别 用 式 (4. 278) 
'Pm=k+1 项 去 乘 , 于 是 
DEC M T i Dm p a 
aS = >[> EUR. Y +Š[5 dom) l 
(4.280) 
Pücoss 项 中 的 一 上 改 为 mn 《 改 为 m， 则 
" 


Umi aso) RoS eal F 
= HLO" (4. 281) 
Rr o 7 
J.G) = > Yama) nane-eono 


既然 式 (4. 281) 是 母 函 数 tOO Heg 0958380002 DR 3LSOR FSC, 那么 , 由 此 关系 和 
罗 朗 级 数 的 系数 公式 ,可 得 J,(z) 的 一 种 积分 表达 式 


do» 
LG = = e (4. 282) 
c 


其 中 ，C Arii ép Jy 116 =o 的 一 圈 的 闭 曲线 。 若 取 C 为 单位 圆 1z| — 1. 则 在 |t| 1 上 有 
t—e", dr—ie? d9, 于 是 又 有 


ee) 
Loc = if SSS ha 


- ¿[e a 
= PS cosCz sind — n6) dà (4. 283) 


即 由 此 可 以 得 到 贝 塞 尔 函数 的 另外 两 个 积分 表达 式 
Lo 一直 | ea) (4. 284) 
x). 
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LG) = ip cos(a sing — r8) db (4. 285) 
xj. 


利用 贝 塞 尔 函数 的 积分 表达 式 ， 可 研究 有 关 贝 塞 尔 函 数 的 积分 运算 ,但 要 注意 的 是 ， 
这 里 只 讨论 了 整数 阶 贝 塞 尔 函数 的 母 函 数 和 积分 表示 。 


4.8.2 贝 塞 尔 函数 的 递 推 关系 
利用 上 一 节 母 函数 关系 式 ( 式 (4. 276)) 只 能 推 得 整数 阶 贝 塞 尔 函数 的 递 推 公式 。 为 了 
得 到 任意 阶 贝 塞 尔 函数 的 递 推 公式 ,这 里 将 从 贝 塞 尔 函 数 的 级 数 表 达 式 ( 式 (4. 245)) 出 发 ， 
推导 一 般 贝 塞 尔 函数 的 递 推 关系 。 
1. 公式 一 
£6.09] = rJ, G) (4.286) 
i710 -—a7pnaGO (4. 287) 
" 


证 明 由 公式 


p 


-— e 1 z 
1G = 2C D' psg (z) 


[zr 


PURA z^ HRP, 得 


E L2), 0] = &[r > amd. 5] 


i-o 


=z C D'G 4») (z) 


29i 


EITG-T ET0 
(Cayo paye 
-rŠ ue ) (4. 288) 
即 
AEE a] = >], G) 
az). m 
类 似 可 证 
i109 = J G) 
2. 公式 二 
vJ, (£) +a), G) = z), , (1) (4.289) 
—J,(Gz) + zJ. (z) =— zJ, (z) (4.290) 
2J C) = 4G) — La (z) (4.291) 
BD = | aG) Ha GO (4. 292) 


将 公式 一 中 左边 的 导数 具体 写 出 ， 并 分 别 消去 等 式 两 边 的 公 因 子 z M, 便 可 
得 式 (4. 289) 和 式 (4. 290)， 进 而 由 这 两 个 式 分 别 消 去 二 (z) 和 于 (z)， 便 可 得 式 (4. 291) 和 
式 (4. 292)。 

从 公式 二 可 以 看 到 ,只 要 知道 J].(z) 和 J,,(z) 之 值 , ETRE J (zx) 之 值 , 进而 由 
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LOMOR, ETRE J (z) 的 值 。 这 样 我 们 只 要 利用 Jo(Cz) 和 Ji (z) 的 函数 值 的 
R, 从 原则 上 便 可 求 得 各 整数 阶 贝 塞 尔 函 数 及 其 导数 之 值 。 
另外 , 由 公式 一 , 若 v=0, 则 有 
AG) =—J,(z) (4. 293) 
车 v=1, 有 
[zh (zx)] = zJ,(z) (4. 294) 
由 上 述 递 推 公式 , 并 根据 ( 柱 ) 诺 依 曼 函 数 和 ( 柱 ) 汉 克 尔 函数 的 定义 ,可 以 导出 它们 类 
似 的 递 推 公式 


Fir Zæ] = à, (4. 295) 
£t 'ZG)] =— z "Z, (z) (4. 296) 
2Z (z) = ZG) — Z4 (z) (4.297) 
iz o) = ZaG) +Z. Ca) (4. 298) 


其 中 , Z,(z) 表 示 ( 柱 ) 诺 依 曼 函 数 N, Go S CHO DUE IR PRÉC H GOL H? (z), 
例 4.14 计算 积分 (1) f co az; (2) [21,60 az, 


解 : (1) 
[n dz = jene dz 
NEFCIO 
dz 
=- 4G) +c (4. 299) 
(2) 


ep dr = [ta c3 dz 
- feta coy dz 
= [zJiCz)] lš - [anco dz? 
= aJ a) -2[ 160 dz 


= a’), (a) — 2| C. Y az 


= aJ C2) — 2[z'],Gz)J H2 
= a°], Ca) — 2a J, Ca) (4. 300) 


4.8.3 贝 塞 尔 函 数 的 正 交 归 一 性 


同样 , 贝 塞 尔 函 数 作为 贝 塞 尔 方程 的 本 征 值 问题 的 本 征 函 数 族 , 也 应 该 具有 带 权重 的 
正 交 归 一 性 : 
n 阶 贝 塞 尔 函 数 系 {J,(k%p)): J, Cep)» J, Rip), n, 在 区 间 [0，aj 满 足 如 下 带 权重 o 
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的 正 交 归 一 关系 ， 即 
i 
[LEDI Crp) do = CI Gaya, (4. 301) 


DI ENTM JG] URBE (e oP)+ [ee - R= 0 的 解 ， 故 有 


号 age) [0— zoo =0 (4. 302) 
£( 9e) [an 5 Jano =0 (4. 303) 


将 式 (4. 302) RJ J, kio), WERC. 303) 乘 以 ] .Co)， 两 边 再 对 p 积分 , 得 
[an — ADIS al, Goo, Gp? dp 
2E DEOD f ea dT, dao) 
[eo &[» Ç SEE) dp [1.0 a || S ee? Ja (4. 304) 
对 等 式 右 端 采用 分 部 积分 ,可 得 
[apt- £3 a1. Goo, Gp) do 


= [o kio — — pj, ng) ie] En (4. 305) 


° 
当 p=a 时 ， 上 式 等 于 零 , 这 是 因为 ] (a) =], (32) 706mi—1, 2, e, 1, 8. 
[DELE PEE 
fet. aot. io dp=0 (4. 306) 
正 交 性 得 证 。 
(2) # m=1, 此 时 不 妨 令 ml, BI knki, IEH J, Cka) =0, TE J, (a) 750, T JE 
由 式 (4. 305) 得 


RETA A 2 pum Takna) * Jefa) * Kf 
fa pip) do ONT aD 
— Jim Ta) + Jaka) + ki 


x — 2k. 


ü 


y 
= SU. Gay] (4. 307) 


在 上 面 的 证 明 过 程 中 , 由 于 当 Ano ED 时 ， 出 现 了 “4 "型 不 定式 ， 故 运用 了 洛 必 达 


法 则 。 
由 递 推 公式 ( 式 (4. 290)) 可 得 
—nJ, (kra) + KaJ. Ga) —— kja Jn (kra) 
其 中 , J, G72) 0H kja 是 J,(z) 的 零点 , 而 k'a RE Ts GO USE 88) , 所 以 
T. Ga) =— Jnn (kra) (4. 308) 
因此 得 


[a toot. to do = s WDF G-D (4.309) 
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至 此 , 贝 塞 尔 函数 带 权重 的 归 一 性 得 证 。 
4.8.4 广义 傅 里 时 - 贝 塞 尔 级 数 展开 


既然 贝 塞 尔 函 数 是 具有 加 权 的 正 交 归 一 性 的 本 征 函 数 族 {J.Ckxo))， 那么 利用 斯 特 姆 - 
刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 ， 容易 证 明 : 

如 果 函 数 f(p) 在 区 间 (0, a) 上 有 连续 的 一 阶 导数 和 分 段 连续 的 二 阶 导 数 , B. f(p) 在 
070 处 有 界 , 在 o=a 处 为 零 , 则 f(p) 在 (0, a) 上 可 以 展开 为 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 


fo = XC. (4.310) 
其 中 
e = = efto ano do (4.311) 
sa Ga) ° 
B] Jl 3E ZR PR SOM (J, Ceno) ) BT AE 29 AE R RGE RA E X 00 RR C0 TETTE RU XW E np Jl 3E 
尔 级 数 的 形式 。 
例 4.15 在 区 间 上 [0, o], A J. kho) (kop。 是 Jo(z) 的 零点 ) 为 基 函 数 , 把 函数 
fq) — u, (u, 为 常数 ) 展 开 为 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 。 
解 : 由 展开 定理 公式 ( 式 (4. 310) 和 (4. 311)), 得 


F = u, = 3C OL) (4. 312) 
£z 
其 中 , 系数 
C = — — [nl Gt? dp (4.313) 
EX 
4 Kip x, dp 一 dz/ 如, p=0, z=0; p=p z— Ku, s 将 其 代入 上 式 , 得 
P 
C. = 4— [^ udo d 
EXC ^ š 


2u, s 
—À — 5 dz 
uo zo) 


] 
Zu, e 
= ——--. C 
Grano 23) 
= Zu, 
Eod TPS) (4.314) 
从 而 
Bes 2u, " 
feo) = u, > Eg Ep O (4. 315) 


例 4.16 半径 为 a, 高 为 h 的 圆柱 体 , 下 底 和 侧面 保持 温度 为 零度 ,上 底 温 度 分 布 为 
4 二 w， 求 解 柱 内 的 稳定 温度 分 布 。 
解 : 选择 柱 坐 标 系 ,其 定 解 问题 为 
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| —0,u|.,-— 有 限 (4. 316) 
ul, = 0, u |.—, = tho 
由 于 问题 关于 = MHK pE, 即 一 0) 在 柱 坐 标 系 下 分 离 变量 时 可 令 


u(p, z) = R(p)Z(z) (4.317) 

分 离 变量 得 方程 ; 
Z+uZ= 0 (4.318) 
PR 十 PR EE R-—0 (4. 319) 


其 中 , ——u0. 
将 式 (4.317) 代 人 边界 条 件 ul, —0, 得 


R(a)Z(z) = 0, 即 R(a)=0 (4. 320) 
因此 , 构成 本 征 值 问题 
PR” +R’ +k’ òR = 0 
p P 
R(G) = 0, RC) — 有 限 fio 
注意 到 这 里 的 贝 塞 尔 方程 对 应 的 "一 0， 即 为 零 阶 贝 塞 尔 方程 。 于 是 得 到 它 的 解 为 
RC) = J, Gp) (4. 322) 
其 中 , =, z, 是 零 阶 贝 塞 尔 函数 的 第 mm 个 零点 位 置 坐标 。 
将 二 如 代入 关于 z 的 方程 而 得 其 通 解 为 
Z, = A e Bet (4.323) 


这 样 得 到 原 问题 的 一 个 本 征 解 
u, = R,Z, = (A, + Be")], (kp) (4. 324) 


而 由 边界 条 件 ul,- =0 得 到 
A, —— B, (4. 325) 


所 以 
um = C, sh(k»z)J, (kp) (4. 326) 


合成 原 问 题 的 一 般 解 为 


u= = 5c, sh(&%z)J, Go) (4. 327) 
代入 边界 条 件 |, 二 ww， 得 i 
> c. Sh h)J, Go) =u (4.328) 
由 广义 伟 里 时 级 数 展开 系数 公式 得 
C, sh) = [e o e (4. 329) 


SOL 


由 式 (4. 314) 可 得 
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fat ct» do ary] eona dp) 


E sis MU 


Tuy » 
- eh Oa) (4. 330) 
从 而 有 
_ wa Ca) 1 T 2u, 
c EL 2 pia) sheh) Ea ShOZAJ, Gra) (4 981) 
z^ ko ni 
代入 式 (4. 327)， 得 到 定 解 问题 的 解 为 
E sh Zay L == 
u= Y; e G ) (e) (4. 332) 
£6 x Jz) 
sh (Eh ) 
a 
qu 
其 中 ELA 
4.9 其 他 柱 函 数 


除了 前 面 所 讨论 的 三 类 贝 塞 尔 函 数 以 外 ,经 常 还 会 用 到 球 贝 塞 尔 函 数 和 虚 宗 量 贝 塞 尔 
函数 这 两 类 柱 函 数 。 


4.9.1 球 贝 塞 尔 函 数 


上 一 章 中 , 在 球 坐 标 系 下 对 诡 姆 霍 兹 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 分 离 变量 时 , 已 经 得 到 了 关 
于 变量 ~ 的 球 贝 塞 尔 方程 ， 即 


Rar dË + [e 一 ML+DJR=。 (4.333) 
可 整理 为 
时 d 
r ga tegy + Dy=0 (4. 334) 


其 中 , xz 二 kr,y 二 R(r)。 这 个 方程 在 物理 上 反映 了 球面 波 在 径 向 的 传播 规律 。 
比较 球 贝 塞 尔 方程 ( 式 (4. 334)) 和 贝 塞 尔 方程 ( 式 (4. 244)), TURR: 一 阶 导数 项 前 


面 多 了 一 个 因子 2, 为 了 消去 这 个 因子 , 若 令 y(z) 一 z tv(z), 则 v(z) 满 足 方程 
zc) Hav (a) + [z — epe =0 (4. 335) 


这 就 完全 化 为 贝 塞 尔 方程 的 标准 形式 ， 相 应 Mh. v 一 /十 去 ,我 们 称 此 式 为 ! 十 去 阶 的 贝 塞 尔 
方程 。 
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因此 , 球 贝 塞 尔 方程 (4. 334) 的 线性 独立 解 为 : 


xG) = TË Jug G) (4. 336) 
yG) = z tN.) (z) (4.337) 
xG) = zt H) (z) (4.338) 
yz) = z TH (z) (4.339) 


在 实际 应 用 中 , 通常 将 以 上 解 在 乘 上 一 个 因子 Vx/2 之 后 , 称 它们 为 球 贝 塞 尔 函 数 ， 并 


记 之 为 : 
i= NE (z) (4.340) 
n 一 AEN ac) (4. 341) 
h? = Jn o (4.342) 


h? 一 [3 Hy G) (4. 343) 


于 是 , 方程 (4. 334) 的 通 解 可 以 写成 


yG) = Aj GO 十 BiniCz) (4. 344) 
当 为 整数 时 ,， 球 贝 塞 尔 函数 可 以 用 初等 函数 来 表示 ， 即 
jG) = Sinz 
Ç GRN EREXO (4. 345) 
j, (a) = Sinz _ cosz 
i P r 
DI 
: ( 球 诺 依 曼 函数 ) (4. 346) 
__cosZz  sinr 
nG) =— $E — siz 
PG) =i E, Pw = i£ 
i 1 
Pw = (z+) ( 球 汉 克 尔 画 数 ) C4. 347) 


类 似 于 贝 塞 尔 方程 ,对 球 贝 塞 尔 方程 , 同样 有 本 征 值 问题 
p SR ez SR peg —IQ- DJR — 0 
RO) -= 有 界 
Ra) =0 

方程 的 本 征 值 和 本 征 函数 分 别 是 : 
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popoh uz 
| H a (m = 1, 2, 3, =) (4.348) 
RO = j, GC) 
Hp, aD Ja.) ONFA. 
可 以 证 明 , BRI E/R 8 800 A ME R ROR (G AL D r } 对 固定 的 /满足 如 下 正 交 归 一 
关系 : 


IT naD dr= (+ y [a RD a) Ta 4.349) 
s 


om 
因此 , 在 区 间 0<r<a 上 满足 一 定 条 件 的 f (r), 均 可 按 球 贝 塞 尔 函数 展开 为 广义 傅 里 
叶 级 数 


fo = eye» (4. 350) 


其 中 u 
- 1 | PPPI Ce SPENE 
—— 1027414: rr dr (4.351) 
CDa 
apl? Ja (kk o] 
$04.17. ER, 其 半径 为 a, 初始 时 刻 , 球体 温度 均匀 为 u， 将 它 放 人 温度 为 Un 的 


烘箱 中 ,并 使 球面 保持 为 U。, 求解 球 内 温度 u 的 变化 。 
解 : 取 球 坐标 系 , WAERO. TARE ulr, 053 0. pR, 故 其 定 解 问题 为 


4 Dau = 0 
s|. = Us ulis — AR CASSA 
ILI 
首先 ,应 该 边界 条 件 齐 次 化 , 所 以 , 令 uU, +v, W 
一 Day=0 
v1,-。 = 0, v |,-, — 有 限 (4.353) 
v limo = u —U, 
令 
x, 0 = ROTO) (4. 354) 
TUA GR OL 353), 得 本 征 值 问题 
rR”(r) + 2R'() + rR(r) = 0 
[xo = 0, RO) -> 有 限 C389) 
和 
TO --ADT() = 0 (4.356) 
方程 (4. 355) 的 第 一 式 是 零 阶 球 贝 塞 尔 方程 , 它 的 本 征 值 和 本 征 函数 分 别 是 
a= (FÈT, ro =i (22) (4. 357) 


T 


G 
BG ,= 可 得 
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alt) 一 mr (m=1, 2,3, =) (4. 358) 
所 以 
: 
= (mx 
ta (0) 
(4. 359) 
R(r) = —— sin "3r 
a 
将 4 的 值 代入 方程 (4. 356) 并 求解 此 方程 , 得 
TG) = ce C5 (4. 360) 
于 是 
yos D = Mes Lee sin maro nn (4. 361) 


将 此 式 代 人 初始 条 件 v|,-。 王 uw 一 U。, 定 出 系数 c。， 最 后 求 得 定 解 问题 (4. 353) 的 解 为 
2alu —U,) & C 
m a a 


vlr, t) = 


所 以 , 原 问题 的 解 为 


x = gyi x 
u=U,+v=U, - 2408 UD y CC D" inre (a (4.363) 
xr m a 


in ra C2 (4. 362) 


4.9.2 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 


在 许多 问题 中 , 还 会 遇 到 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 方程 
y xy! — (3 4 y)y = 0 (4. 364) 
其 中 , z 是 实数 。 
易于 看 出 , REG z=iz, 则 方程 (4. 364) 便 化 为 自 变量 为 = 的 v 阶 贝 塞 尔 方程 , 因此 ， 
当 vén EXOR, 方程 (4. 364) 的 两 线性 无 关 的 解 为 
ter 


=o 


kms 


-FPàaunxenen) (4. 365) 
为 了 应 用 上 的 方便 , 常 希望 将 解 表 示 为 实数 形式 , 为 此 ， 人 们 定义 
LG)-i"JGz) 
i = PJ. (iz) 
并 称 之 为 第 一 类 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函数 [也 称 为 修正 的 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函数 , 或 第 一 类 虚 宗 量 的 
柱 函数 , 或 第 一 类 双 曲 贝 塞 尔 函 数 ]， 则 


(4. 366) 


ONCE 
LD 7 2 rareo) Men 
Zi vén Bl, L(z) 和 I-,(z) 当 然 是 线性 无 关 , 而 当 v=n 时 , 有 
LG) -—L,G) (4. 368) 
ELCOM I-。(z) 是 线性 相关 的 ， 为 了 寻求 另 一 线性 无 关 的 解 ， 人们 定义 
KG) = 2 LP- (4.369) 
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称 之 为 第 二 类 虚 宗 量 柱 函 数 ( 第 二 类 双 曲 贝 塞 尔 函 数 或 才 克 唐 纳 (Macdonald) 函 数 ) 。 


可 计算 出 , 34 n=0 BF, z=0 是 K,(z) 的 奇 点 ,， 有 


KG) —Inj oo 


(0—D!(zy", 
KG) ~ zz) œ (20D 


而 第 一 类 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函数 有 
LO) —1, LQO)-0 (2D 
故 由 类 似 于 对 ( 柱 ) 诺 依 曼 函 数 的 讨论 知 ,，K, (zx) 是 一 个 与 1,(z) 线 性 无 关 的 解 。 
总 之 ， 不论" 是 否 为 整数 ， 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 方程 的 通 解 均 可 表示 为 
3(z) = ALGO + B,K, (2) 


(4. 


370) 


在 实际 问题 中 , 如 果 圆 柱 的 上 、 下 底 具 有 齐 次 边界 条 件 ， 而 在 圆柱 的 侧面 具有 非 齐 次 
边界 条 件 , 则 在 柱 坐标 系 中 用 分 离 变量 法 解 拉 普 拉 斯 方程 或 亥 姆 堆 效 方程 时 ， 便 会 出 现 虚 


宗 量 的 贝 塞 尔 方程 。 
例 4.18 求 定 解 问题 
Au — 0(0 « p b, 0 p 2x 0 E) 
Ë lamo = 05 u |e = 0 
u |s = w 


解 : 由 于 问题 的 对 称 性 , 令 ulo, z) =R(0)Z(z), RARA. 371018. 


Z"(z) 十 pZ =0 
bos —0,Z0)-0 
Egea- 
本 征 值 问题 ( 式 (4. 372)) 的 解 是 我 们 熟知 的 ， 即 
k= = mx 
"一 -让 


2.(z) = sin Tz (m=1, 2, =) 


将 =k RAR. 373), 并 令 二 kp，y(z) 二 R(p), 则 方程 变 为 
zy tary —zry=0 
这 是 零 阶 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 方程 ,注意 到 K。(0) 一 oo, 于 是 有 
R. (P) = y,G) = l(k) (m=1,2,.) 
由 此 得 到 原 问题 的 一 般 解 为 
ulo» z) = XA (529) sin Ts 
代入 非 齐 次 边界 条 件 ul, us, 得 


u(b, z) = u 一 SaL (2) sin Ts 


Ez 


即 ALL, (776 ) 是 uw 的 传 里 时 级 数 的 正弦 展开 系数 ， 即 


(4. 


a. 


(4. 


. 371) 


372) 


373) 


.374) 


.375) 


.376) 


.377) 


378) 
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= [1 一 (一 D"] 
所 以 ,有 
An = 0 
Au, 


2n+1 ) 


A = — — 
Gn Dal, (Tb 


因此 , 原 定 解 问题 的 解 为 


Qn Ds, (2n4-1 
E (Pr ne) 
= C2n+ Di (281.2) 
另外 说 明 一 点 , 1,(z) 和 K, (xz) 有 多 种 不 同 的 积分 表达 式 , 例如 


- ir im 
LG) = +— | e'7* cosng dg 


ET 
wp z) = 


K.G) = fes ch dt (n 0) 
š 


4.10 贝 塞 尔 函 数 的 应 用 


在 柱 坐标 中 , 令 ulo, pr DRODZE), FRAKTEN A 


Au 十 iu 一 0 
分 离 变量 以 后 , 得 到 方程 

Z-ruz-o0 

于 十 下 一 0 


p R' +R HLA- We —m JR = 0 
Hp, Siy 
显然 , 方程 (4. 384) 和 (4. 385) 都 很 容易 求解 ,它们 的 一 般 解 为 
ZKz) = ce + d, e 


$4, (g) = A, cosng + B, sinng 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


a. 


a. 
a. 
(4. 


(4. 
(4. 


379) 


380) 


381) 


382) 


383) 


384) 
385) 
386) 


387) 
388) 


因此 , 问题 的 关键 在 于 方程 (4. 386) 的 求解 ,由 前 面 的 讨论 知道 , 当 a — 20 时 , 令 


大 二 4 一 p， z=kp, y(z)=R(oe), 则 方程 (4. 386) 可 以 化 为 
zy xy (a! —n')y = 0 
即 n 阶 的 贝 塞 尔 方程 , 它 的 一 般 解 为 
xG) = aJ, (zx) -- b, N, Go) 


(4. 


(4. 


而 当 4 一 py 过 0 时 , A — E —A— p. z=kp, yl) — RC) , MAEA. 386) 可 以 化 为 


z'y'+zy' —(a+m)y= 0 


(4. 


389) 


390) 


391) 
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即 为 二 阶 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 方程 , 它 的 一 般 解 可 表示 为 
y(z) = A,L(z) + B,K,(z) 


d. 


392) 


综 上 所 述 , 在 柱 坐标 系 中 ,利用 分 离 变 量 法 求解 亥 姆 霍 北方 程 或 拉 普 拉 斯 方程 时 ,应 
当 由 各 方程 的 解 ( 式 (4. 387)、 式 (4. 388)) 和 贝 塞 尔 函 数 ( 式 (4. 390) 或 式 (4. 392)) 83 E 
加 得 到 ,其 中 4 一 ku、n 和 公 加 系数 均 由 边界 条 件 确定 。 具体 而 言 ， 当 圆柱 的 上 、 下 底 的 边界 
条 件 至 少 有 一 个 是 非 齐 次 的 , 而 侧面 的 边界 条 件 是 齐 次 时 , 解 由 贝 塞 尔 函数 确定 。 当 圆柱 
上 下 底 的 边界 条 件 是 齐 次 的 , 而 侧面 的 边界 条 件 为 非 齐 次 时 , 解 由 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 确 


E. 以 下 我 们 再 学 习 几 个 有 关 贝 塞 尔 函数 的 应 用 例题 。 
例 4.19 已 知 半径 为 w，, 边界 固定 的 圆 形 薄膜 , 求 其 振动 的 本 征 频率 。 
解 : 在 此 情况 下 , 应 该 采用 极 坐标 , 于 是 膜 的 振动 方程 为 
d di d 
g-ein io 
其 边界 条 件 为 
ul, —0 
这 里 只 需要 知道 本 征 值 , 不必 知道 初始 条 件 , 因 此, 设 
uCp, e» D = RDT) 
分 离 变 量 得 三 个 常 微 分 方程 
T'ca'uT = 0 
@' 455-0 
p R 十 PR Gg — n )R = 0 
由 方程 (4. 398) 和 边界 条 件 ( 式 (4. 394)) 可 构成 贝 塞 尔 方程 的 本 征 值 问题 
p R' t gR' G^ — nR = O0 
Ro) |,-,, = 0, Ro) |,-, — 有 界 
其 本 征 值 为 


其 中 , x 表示 n 阶 贝 塞 尔 函数 的 第 m 个 零点 , k S= 
本 征 函数 为 
RQ = J, kio) = 1. (o) 
由 方程 (4. 397) 和 周期 性 边界 条 件 构成 的 本 征 值 问题 为 
全 7 和 一 0 
@(e+ 2) = Bg) 


它 的 解 为 
$,(g) = A, cosnp + B, sinnp (n = 0, 1, +2, =) 


再 将 本 征 值 4==(k&%)* 代入 方程 (4. 396), 得 


TD = C cos =, + D sin Z=, 


Po m 
因此 , 圆 形 膜 的 本 征 振动 方程 为 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


a. 


(4. 


393) 


.394) 


.395) 


. 396) 


. 397) 
. 398) 


. 399) 


400) 


401) 


402) 


403) 


404) 
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=j (z: i az, "A 
us (o p> t) = 1. (e)tA, cosng +B, sinng][ C cos $a + D sin SË :] (4. 405) 
故 圆 形 膜 的 本 征 振动 频率 是 


wu 一 uo (4. 406) 
显然 ， 它 表示 一 个 圆 形 膜 上 的 驻 波 , 驻 波 的 振幅 分 布 是 
UL 9) =] (&5)ta. cosng + B, sinnp] (4. 407) 


其 中 , 振幅 U —0 的 点 的 轨迹 是 膜 上 的 曲线 ， 称 为 节 线 ， 由 于 cosng 和 sinng 不 能 同时 为 
F, 所 以 节 线 方程 为 


J. (e)= 0 (4. 408) 
$04.20 圆柱 型 空 腔 内 电磁 振荡 的 定 解 问题 为 


Au 十 iu 一 0, 1 一 气 
E 


ul, —0 (4. 409) 
Sij 834 . 
DEED 


试 证 电磁 振荡 的 固有 频率 为 
wm = cÁ = c (=) (m) (n=0, 1, 2, =; m = 1, 2, =) 
证 明 由 边界 条 件 知 , u 与 9 无 关 (n 二 0), 故 令 
ulr, z) = R(r)Z(z) (4.410) 
代入 式 (4. 409) , 分 离 变 量 得 
人 (4.411) 
Z0) =0,2()=0 


IR +R’ + FOR= 
Ü +R’ +k P —0R-—0 "e 
Ro) |,-。 二 0, RC) |,-, — 有 界 
其 中 , LIE 
解 本 征 值 问题 ( 式 (4. 4110 , 得 本 征 值 为 
2 
=== (n = 0, 1, 2, =) (4.413) 
解 本 征 值 问题 ( 式 (4.412)), 得 本 征 值 为 
° 
k. = ml, 2, =<) (4. 414) 
所 以 
GL | nt 
= + (4.415) 
即 由 题 设 


— 142 — 数学 物理 方法 


本 题 得 证 。 
例 4.21 试 证 明 平 面 波 能 用 柱 面 波 展 开 , BU 


e" = J, (tp) +2 D7], Gp) cosnp (4. 416) 
= 


其 中 , e* "" 为 平面 波 的 振幅 因子 。 

解 : 把 平面 波 用 柱 面 波 展开 , 实质 就 是 用 贝 塞 尔 函数 的 级 数 表示 平面 波 ， 可 以 考虑 利 
用 广义 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 展 开 定理 去 求解 ,也 可 以 考虑 使 用 贝 塞 尔 函 数 的 相关 性 质 ( 尤 其 
是 母 函 数 的 性 质 ) 来 求解 。 本 例 我 们 采用 母 函 数 的 性 质 来 求解 问题 。 

4 x-—kp, t—ie*, WJ 


gem = FCD LS Lyr = 1I. Gp) Geo" 


= Ja (ko) + DL, Cko) (— De + J, Gp)" e] 


= J, Gp) 十 SNI oe” Te) 
= 


= J, (ko) + 2 > i"], Cko) cosng (4. 417) 
ez 


问题 得 证 。 
例 4. 22 有 一 均匀 圆柱 , 半径 为 a, 高 为 h, 柱 侧面 绝热 , 上 下 两 底 温 度 分 布 分 别 保持 
为 户 (o) 和 fi (o), 求 柱 内 稳定 的 温度 分 布 。 


解 : 其 定 解 问题 为 
Au=0 (p<a,0<z<h) 
8i 
> = 0, ul, = 有 限 (4.418) 


u |. = fi(sul. = fio 
由 边界 条 件 知 x 与 p EX=0), 故 令 
u(p, z) = R(QYZGO (4.419) 
分 离 变量 , 得 本 征 值 问 题 为 
p R -- gR' +k —00R —0 


(4. 420) 
R'(p) |,-. = 0, RQ Ls 一 有 界 
和 方程 
Z-Fuz-—0 (4. 421) 
其 中 , =p 
解 本 征 值 问题 ( 式 (4. 420)) 得 到 
° 
Ri) = Gt) = J, (Zo) (4. 422) 
Kh, z, 表示 零 阶 贝 塞 尔 函数 的 第 mm 个 零点 。 
代入 边界 条 件 R o) |,- —0, 得 
KJ Gia) = 0 (4. 423) 


Bp ko, =0 s Jo (Ea) —0, 也 就 是 
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k—0 或 Ja)—0 
所 以 本 征 值 为 


本 征 函 数 为 
š 
R()-LQO — 1, RW = hko) = (220) 


其 中 ,zy 表示 一 阶 贝 塞 尔 函 数 的 第 mm 个 零点 。 
将 式 (4.425) 代 人 式 (4.421)， 解 得 
Zu(z) = cz 十 加 


a 
Zn (2) = c,e** 十 de ** 
TR 


~ E E 
up, 2) = azt d, + Y Lese? d.e ™ Jo (rp) 


= 


将 式 (4.429) 代 入 边界 条 件 u|.-, = fi (o), ul em f, (o), 得 
£ + 3, 4I (2p)= fo 


- al E 1 
ch - d, + D es et - d e 7 (Ep)= fico 


(4.424) 


(4. 425) 


(4. 426) 


(4. 427) 


(4. 428) 


(4. 429) 


(4. 430) 


(4. 431) 


这 里 要 注意 : 虽然 z, 是 卫 (z) 的 零点 , 不 是 Ju(z) 的 零点 ,但 由 式 (4. 426) 知 本 征 函数 
Ru(p) 、R。(p) 具 有 加 权 的 正 交 性 。 所 以 对 式 (4. 430) 两 边 分 别 乘 以 ol CO RI pJ。 (kp) 后 在 


C0, aJ ERA, 得 
[aa coo dp f^ (pp dp 
Cen E | (o dp = [Í coat, (Z0) do 
进而 可 得 
4, = Sf f pod 
¿aga Lacon (co) 
[oye 
由 贝 塞 尔 函数 的 正 交 归 一 性 容易 证 明 
fx 27 do 一 FEO 
所 以 式 (4. 435) 可 表示 为 
Q, —cd,— [Loon (e) en ( e) 


7 
FEER) 


(4. 432) 


(4. 433) 


(4. 434) 


(4. 435) 


(4. 436) 


(4. 437) 
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同 理 , 通过 式 (4. 433) 可 得 
ci 十 由 一 EA Wp dp (4. 438) 


网 


Q, = ce? Hdp E (4. 439) 


e JG 
由 式 (4.434) , (4. 438), (4.437) RIA C4. 439) 联 立 可 以 求 得 系数 cor dor Cmr dmo 从 而 原 问 
题 得 解 , 其 值 为 式 (4. 429) 。 
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1. 二 阶 常 微分 方程 的 级 数 解 
(1) 常 点 邻 域 的 解 : 


wlz) = Sa 
(2) 正则 奇 点 邻 域 的 解 : 


wlz) = (z—z)^ D) c, (z — ze) 


ato 


2. 勒 让 德 方程 及 勒 让 德 多 项 式 


OD 勒 让 德 方程 及 其 本 征 值 问题 ; 
0 —25)y' - 2xy' FG 1)y = 0 


本 征 值 和 本 征 函 数 分 别 是 
a =U), y=P(z) G=0,1,2,-) 
(2) 勒 让 德 多 项 式 
Q2] 
(20—2k)! S 
2S cp ! ra 
BO 2 "FOWG-b!d-2017 
E RY 
PG) = zq 2 D 


-1f €- 
kuskas ad. gay 人 
(3) 勒 让 德 多 项 式 的 性 质 : 
母 函数 : 
a-a +r = Tp 


E 
递 推 关系 : 
(21+ DzP,G) — P(x) = (+ DPm (z) 


(21+ DP(z) = Pin (z) — Pra) 
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正 交 归 一 性 : 
， 
lc 
Eh GOP,G) dz = giày 
广义 傅 里 叶 级 数 展开 : 
fc = ECP 
e 
其 中 ， 


i 
[e gli fGOP,G)dz G = 0, 1, 2, =) 
5 


3. 连带 勒 让 德 方程 及 连带 勒 让 德 函数 
OD 连带 勒 让 德 方程 及 其 本 征 值 问题 : 
(1—z)y—2zy'+ [+D— 1 mp -0 
的 本 征 值 为 (1 十 1), 本 征 函 数 就 是 连带 勒 让 德 函 数 Pr (>). 
(2) IÉLHE TIAM 


PG) = (1 —a5 PT) 


z)? a" 


PG = 3 3 Er 
20-20? 1 Qm E- 
me a ti G-p d 
(3) 连带 勒 让 德 函 数 的 主要 性 质 : 
LII 
1.3«89—Gm—D (qq unt 
 — Zar P) 
递 推 关系 ， 


GQ + 1—mP2, (G) 一 (20 十 1D)zPr(z) + (-- Pr; G) = 0 
正 交 归 一 性 : 
[apre de = HERI 72-8, = era 
Gi 


GQ — m! UFI 
广义 傅 里 叶 级 数 展开 : 
fi = EGP) 
其 中 ， E 
c - SED Gen om à 
4. 球 函数 
(1) 球 函 数 方程 : 


1 3 (sn) 1 Ëy Ex 
(sivo )+ 2 t OHD 0 
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(2) 球 函 数 的 定义 : 


其 中 ，! 一 0，1，2，…; m=0, +1, £2, =, +I, 


(3) 球 函 数 的 性 质 : 
正 交 归 一 性 : 

VA d . jo Gs EX m = n) 

[Ty 0, Y, s. oo sing dodd = a. = Ë ERR 
广义 傅 里 叶 级 数 展开 : 

f@, 9 = 31316, Y, sd, 有 
P 
其 中 ， 


« =[ fro. 9) Y, . (0, p) sing dgdó 


s. 贝 塞 尔 方程 与 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函 数 


(1) 贝 塞 尔 方程 及 其 本 征 值 问题 : 
a! y Gr) + zy’ (x) + (z! — )y(z) 一 0 
第 一 类 齐 次 边界 条 件 下 的 本 征 值 和 本 征 函数 分 别 为 


=% Te = 1 [25 
k = Sm, Ro = J.G) = 1, (o) 
(2) 第 一 类 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函 数 (第 一 类 柱 西数 )， 


Tess E= D' ge rrrD( 


= 


ag. 


MED, 


p 


p 


2 
LG) = 21C U' gy rrol? 
当 ，* 为 正 整数 或 零 时 ， 
z 
JG) = pë D' GEI ixi) 


(3) 第 二 类 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函数 (第 二 类 柱 函 数 ) : 
械 (z) cosx — ] ,(z) 
- sinyx 
(4) 第 三 类 ( 柱 ) 贝 塞 尔 函数 (第 三 类 柱 函 数 ) : 
HP (z) = JG) + iN,(z) 
js (z) = J,G) — iN, (£) 
(5) ( 柱 ) 贝 塞 尔 函数 的 性 质 : 
母 函 数 : 


N,(z) = 


ED = Lon 


递 推 关系 : 
FOS raa LTE] = 一 二 Je) 
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正 交 归 一 性 : 
fa G1, Gp) do = Us G2) 8, 
广义 傅 里 时 级 数 展开 ， 
Fn = DOI, Gto 


p 


其 中 ， 
IS J: : 
o r S fO. ko) dp 
Ghe kray” 
6. 其 他 柱 函 数 
(1) 球 贝 塞 尔 方程 与 球 贝 塞 尔 函 数 。 
球 贝 塞 尔 方程 : 
a Vx ego 0 ep - i D]y - 0 
球 贝 塞 尔 函 数 : 


k = [zi Ca), 一 [zc Ni CO 
h” = ac He G), hf? = EHR G) 


(2) 虚 宗 量 贝 塞 尔 方 程 与 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 。 
虚 宗 量 贝 塞 尔 方程 : 
az'y ay — (z +y = 0 
虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 : 
第 一 类 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 : 


L, (2) 
第 二 类 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 : 
K,(z) = 


p 


= È arar rrol?) 


z, LOLO 
2 sinyz 
3 题 4 


4.1 用 级 数 解法 在 z —0 的 邻 域内 求解 厄 米 方程 
y —2xy'biy = 0 
ER: ?一 cm 十 cam 
其 中 ， 


SE E 
=1+ Ð LC OG. 222. 2k —2) 
2s > T! T 


= S S l (2 a»-[2* QR — D — A12 
x= z+ > gp A 2 QR — D — A] 
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4.2 证 明 : 
P.) =1, P.C 1)= (一 1)" 
z EDn)! 
Paa (0) 一 0， Pa CO = op 


43 E: (1) SEP ODPO; (2) Ip aH a), 
4.4 计算 积分 : 

' 
GD | =P, dr D | PPa) dzs 

E es 


i I 
a 人 pepa cq Df Roa aeo. 


: 22-1) (2-2) 20-1) 
ER: (1) 0; D FDFDFD? (3) Goes OO 
0, —1<=<0 
4.5 )= (d 
PNE E ocu "EA 


fo = IBG) 十 2 Gd P.G) -ŠP + = 
4.6 将 函数 /(z) 三 |z| 按 照 勒 让 德 多 项 式 展开 。 


1 S C D" (4nt+ 1)(2n—2)! 
ER pP GOD + UE T DIGEDI 


4.7. 在 半径 为 1 的 球 内 求 调和 函数 u, 使 4|,-, 二 3 cos20+1, 

答案 : 求 调和 函数 , 就 是 求 拉 普 拉 斯 方程 Au=0 的 解 ， 即 ulr, 0)=4r P,(cos0), 

4.8 设 有 一 单位 球 ,， 其 边界 球面 上 电势 分 布 为 |,-, 二 cos*0。 试 求 球 内 稳定 的 电势 
Arti. 


ER: ur, D=} +EP, (cos), 


4.9 有 一 内 半径 为 a, 外 半径 为 2a 80195] ERE 其 内 、 外 表面 的 温度 分 布 分 别 保持 


PH xw， 试 求 球 壳 间 的 稳定 温度 分 布 。 
答案 ; 定 解 问题 为 So， < u, D =2u (1 一 全 )PuCeosg)。 
u|,-, —05 ul, 一 2 一 z F 
4.10 半径 为 a 的 半球 的 球面 保持 温度 x。， 半球 底面 保持 绝热 , 试 求 这 个 半球 里 的 稳 
定 温度 分 布 。 
答案 : 应 将 半球 问题 延 拓 为 全 球 问题 求解 
Ai 三 0 («o 


u(0<0< 3) 


Pan (£) 
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其 解 为 
ulr, 0) = uP, (cos0) = uç 
4.11 在 强度 为 E, 的 均匀 电场 中 , 放 入 一 个 半径 为 a, 带电 量 为 Q 的 导体 球 , 求 球 外 
的 电势 分 布 。 


答案 : 定 解 问题 为 
Au = 0(r> a) 
u|,-. = 0, u |,.— # uç — Esr cos0 


第 二 个 边界 条 件 来 自 无 穷 远 处 ( 设 E, 延 = 轴 ) 的 场 仍 为 Eu ， 即 E=, 积分 可 得 第 二 个 
边界 条 件 。 


ulr, 0) = w — fus -Er cog + Ë l ai 


4.12 设 有 一 均匀 球体 , 在 球面 上 温度 为 (1 十 3 cosh) sin cosp, 试 求 稳定 状态 下 球 内 
的 温度 分 布 。 


BER: ur, 0, g)—7 cosgPi (eos) +5 cosgP; (cos0) 
= cosp sinoti cosg sin20 
4.13. ”有 一 均匀 球体 , REAREA ul, = cosp sin30, 求 球 内 稳定 的 温度 场 分 布 。 
ER: ur, 0, =cosg[ -2551 1lsing--5 sino ] 
4. 14 用 球 函 数 把 下 列 函数 展开 ， 
(1) 3 sin2g cos’p; (2) Fatze +32zy+4z0), =z yy 二。 


ER: D 2/8, —2 Ys e Py, HY s 
2 2. V /2: is [2 
(2) AaYe en Ev, 一 |E Ynt [15 Ys i *O-SO/ TS Yene Qs TE 


Y, as 


4.15 证 明 : (1) cosz = J, (22-297 C D^), GO s 


E 


(2) sinz = 29] C7 D" Jami (z), 


= 
4.16. 计算 积分 
cp fen G) dz; (2) frc dz. 


ER: D LOZE (2) — G0 72 hD LC, 
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4.17 利用 母 西数 证 明 贝 塞 尔 本 数 的 加 法 公式 ， 
LG» = NLO) 


4.18 证 明 : 
1G) = KG) - iion 
4.19 在 强度 为 E, 的 均匀 电场 中 , 放 入 一 个 半径 为 a 的 无 限 长 导体 圆柱 ， 其 轴线 垂 


EFE, 单位 长 度 的 带电 量 为 Q, 求 此 圆柱 外 的 电势 分 布 。 
答案 : 以 圆柱 轴线 为 = 轴 取 直角 坐标 系 , 则 电势 分 布 属于 平面 问题 (在 zOy 平面 内 ) 定 


解 问题 为 
ne $970 (>a 


Q 1 
u |e = 0, u |,=. = t — Ep cosp pem In 2 
nuQ S. Ea 
uo, p) Tre, In ^ E,p cosg + " cosp 


4.20 求解 平面 问题 
ps P) = 一 z (pa) 
PINE 


ER: um gprs s — y) x 方程 齐 次 化 ,用 极 坐标 求解 ) 


4.21 半径 为 a, 高 为 h 的 圆柱 体 ,， 其 下 底 和 侧面 保持 零度 ， 上 底 温度 分 布 为 
f(p)=p'， 求 柱 体内 各 点 的 稳定 温度 分 布 。 


I o 
S ie —4J sh (Z=) 1 (Z=) 
ER up z) = 24 5) ED ues) Gb 


4.22. 一 半径 为 a, 高 为 2h 的 导体 圆柱 (导电 率 为 o), 稳定 电流 从 上 底 中 心 垂直 流 
入 而 从 下 底 中 心 垂直 流出 , 求 柱 内 的 电势 分 布 。 


答案 : 定 解 问题 为 

Au(p, z) =0 (p<a,—h<z<h) 

u, |=. = 0 
= s ob 

x, leaa = f Z0 
> E 

u, lee = flp) = port) 

` 1 I < 1 z a 
uor Doct e D sh (=), (Zo) 


z ch (Enh Jio» 
4.23 求解 半径 为 R 边界 固定 的 圆 膜 的 轴 对 称 振动 问题 , 设 初始 时 刻 在 膜 上 p<e 处 


有 一 冲 量 的 垂直 作用 。 
答案 : 定 解 问题 为 
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us Cp» t) = a! Au(o, D (o < R) 
ulia = 0 
I 
—L o<p<e) 
u limo = 0, u, los -全 = AS 
0(e — p R) 


其 中 , I 是 冲 量 , m 是 膜 的 密度 。 


EE 1 zx. (Xp X4 
wp 0 = 2s c np t)» (ge) sn 
4.24 证 明 : 


D G=, sinzs 


=c p. [Zt [sinz 
Q J. GTC Dre c (e). 
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第 5 章 积分 变换 法 


积分 变换 法 是 求解 数学 物理 方程 定 解 问题 的 常用 方法 之 一 。 积 分 变换 就 是 把 菜 函 数 类 
AA 中 的 函数 (zx) 经 过 某 种 可 北 的 积分 手段 


FG) = feczs p) fco dz (6.1) 


变换 成 另 一 函数 类 Bop 06 8 3 F(p), 我 们 把 F(p) 变 换 称 为 fO) V 40 aM. fO) 4 JR 
像 画 数 , 而 k(x，p) 是 p 和 工 的 已 知 函 数 , 称 为 积分 变换 的 核 。 经 过 这 种 变换 ,原来 的 偏 微 
分 方程 可 以 减少 自 变量 的 个 数 ， 直至 成 为 常 微分 方程 ; 而 原来 的 常 微分 方程 可 以 变 成 代数 
方程 ， 从 而 使 在 函数 类 B 中 的 运算 简化 。 找 出 在 昌 中 的 一 个 解 ， 再 经 过 逆 变 换 , 便 得 到 原 
来 要 在 A 中 所 求 的 解 ， 而 且 是 显 式 解 。 

积分 变换 有 很 多 种 类 ， 如 传 里 叶 变 的 、 拉 首 拉 斯 变换 、 汉 克 尔 变换 以 及 梅林 变换 等 。 
本 章 将 介绍 常用 的 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 。 


51 傅 里 叶 变 换 


5.1.1 健 里 叶 积 分 


通过 高 等 数学 的 知识 ,我们 知道 , 如 果 一 个 以 2! 为 周期 的 周期 函数 f,(z) 满 足 犹 利克 
莱 条 件 , 即 函数 在 区 间 [ 一 1, I] E, 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 并 且 只 有 有 限 个 极 值 
点 , 那么 在 区 间 [ 一 /, 由 上 就 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 

伟 里 叶 级 数 展开 式 的 复数 形式 为 


fi = Mae (5.2) 


其 中 , on = TEL 一 ENS de. 
所 以 我 们 把 f.(z) 可 表示 为 
f(z) = zl fee = age (5.3) 


我 们 可 以 看 到 ， 以 21 为 周期 的 函数 , 在 自 变量 增长 的 过 程 中 ,函数 值 有 规律 的 重复 ， 
自 变 量 每 增长 一 个 周期 22， 函 数 就 重复 变化 一 次 。 其 中 , 参数 o, 不 连续 地 跳跃 地 取 下 列 
的 值 
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其 路 变 间 隔 为 


Ae, =F (5.4) 


对 于 非 周期 函数 而 言 ， 无 法 直接 展开 成 传 里 时 级 数 。 但 是 我 们 可 以 这 样 考虑 ， 把 一 个 
非 周期 函数 f(z) 看 成 是 某 个 周期 函数 亡 (z) 在 周期 2 一 十 cc 时 转化 而 来 的 。 此 时 Ao, = 
x/ I0, 这 表明 o, 变 为 w 不 再 跃 变 ， 而 是 连续 变化 的 。 


具体 做 法 为 
fG) = lim X[z[ (oc aee 
= lim, > [zr fape =e de e" Ao, (5.8) 
BJ 
rey = 去 三 "NECS deje à» (5.6) 


式 (5.6) 即 为 函数 f(z) 的 傅 里 叶 积 分 公式 。 
实际 上 , 候 里 叶 积 分 公式 的 成 立 必须 满足 下 述 传 里 叶 积分 定理 : 
设 F(z) 在 (一 co，co) 上 有 定义 , B 
(1) 在 任意 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利克 莱 条 件 ; 
(2) 在 无 限 区 间 ( 一 oo, co) 上 绝对 可 积 : 


MESI G. D 
则 傅 里 叶 积分 公式 
fo - iU [[ roe de]e a (5.8) 
在 f(z) 的 连续 点 z 处 成 立 , 而 在 f(z) 的 第 一 类 间断 点 z, 处， 右边 的 积分 应 该 用 
dU G0 fos DRR 
类 似 地 , 我们 可 以 写 出 三 维 形式 的 傅 里 叶 积 分 公式 
fez, y, z) = (z). [I ze, p De etr? de dy aç]; emn my? den, dio, doo, 


p 
(5.9) 
5.1.2. MEHEK 
在 傅 里 叶 积分 公式 ( 式 (5.6)) 中 , + 
GG) = [^ fee az (5.10) 
则 
fo = Ef Ge a, G.1D 
2x)... 


可 见 ， 函 数 f(x) 和 函数 Glw) 可 以 通过 积分 互相 表达 。 我 们 称 式 (5. 10) 为 函数 f(z) 的 傅 里 
叶 变 换 , 记 作 
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FESE] = GG) = [^ fnew az (5.12) 
G(w) 又 称 为 f(z) 的 像 函 数 ; 而 称 式 (5. 11) 为 函数 G Co 648 Hn ERR, 记 作 
F?[66] = feo = 去 ce do (5.13) 


了 (x) 又 称 为 G(w) 的 原 像 函 数 。 因 此， 当 £C M Je 0 ur PLE EE UBER, 傅 里 叶 积 
分 公式 就 可 以 写成 
fix) = F'(FLfG)]) (5.14) 
3X RE (8H n AE RCRUM E nr 6 EA 2 [8] 9 — 1 R3E X £. 
同样 , 我 们 在 三 维 传 里 叶 积 分 公式 ( 式 (5. 9)) 的 基础 上 可 以 引入 三 维 傅 里 叶 变换 的 定 
X. icf: 
€) = eiw Few + ews 
r—ercteytez 
fe) = fæ, y, z) 
dr = dz dy dz; dw = dw dw, dw; 


(5.15) 


WRG. 9) 可 变 为 
£o = gll [re e oem aeapaenas 68.10 


4 
Gt» = || fe ar (5.17) 
则 
fo) = ah ewe dw (5.18) 
我 们 称 式 (5. 17) 为 三 维 函数 fr) 的 傅 里 叶 变换 ， 记 作 
FIO] = Go) = [V (et ar 6.19 
G(w) 又 称 为 f(r) 的 像 函 数 。 而 称 式 (5. 18) 9 — HEBR C GO EAE, ia fe 
F?[Gt)] = fe) = ah ewe do 6.20 
f(r) 又 称 为 G(w) 的 原 像 函 数 。 
[NETT ET: sosi, (oo EXIULIRURERIS BS, REM 


傅 里 叶 变 换 和 积分 表达 式 。 其 中 , p>0。 
解 : 由 定义 式 ( 式 (5.12)) 有 


FESO] = Gw) = | fe dr 


Ey [ee da = =- 也 (5.21) 
i ° Bs 


而 由 逆 变 换 定 义 式 ( 式 (5. 13))， 有 
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PERS = = L Biv < 
fo = | cwe AE Ze ae 


= l(^ Bcosot +w sinwt 
2a) -~ E bd 


= 1 Í” B cosot +w sinet 
B Hf Bv d» u e 
Hik, 我 们 还 得 到 一 个 含 参 变量 上 的 积分 式 


0 
™ B coswt +w sinwt ， — qx = 
[ mS rc do = f(x i G=0 (5.23) 
5.1.3. 傅 里 时 变换 的 物理 意义 


G(w) 为 【(z) 的 频率 密度 函数 或 频谱 函数 , 它 可 用 来 反映 各 种 频率 谐 波 之 间 振 幅 的 相 
对 大 小 , 并 称 1G(w) | 为 f(z) 的 频谱 。 因 为 o 是 连续 变化 的 ,所 以 f(z) 的 频谱 是 连续 
谱 。 而 
fc = Ef Gw a, 6.24) 
2x). 


可 以 解释 为 无 穷 多 个 振幅 ( 复 振幅 ) 为 无 限 小 的 , 频率 为 连续 的 谐 波 的 连续 和 。 
5.1.4. 傅 里 时 变换 的 性 质 


为 了 叙述 方便 ， 当 在 讨论 问题 的 过 程 中 涉及 到 某 一 函数 需要 对 它 进行 傅 里 叶 变 换 时 ， 
都 假定 这 个 函数 满足 传 里 叶 变换 的 条 件 。 


1. 线性 性 质 
3a. b 为 任意 常数 , 则 对 任意 函数 FLUR f, 有 

F[af +bf,] = aF[ f1] + bF[ f,J (5.25) 
证 明 可 以 由 定义 推出 。 可 见 傅 里 叶 变 换 是 一 种 线性 变换 。 
2. 位 移 性 质 
设 z 为 任意 常数 ， 则 

F[f(x—z)] = e FLfG)] (5. 26) 

证 明 由 定义 知 


FLfi—2)]- Ë = ze dr 
mem [^ fxpe do z) 
一 eM fGDe* dz 


= 6*5 FLfGz)] 6.27 
它 表 明 函 数 f(z) 沿 z 轴 位 移 z。, 相当 于 它 的 傅 里 叶 变换 乘 以 因子 ev 。 
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3. 延迟 性 质 
设 w 为 任意 常数 , W 
F[e** f(2)] = GGo— w) 


证 明 由 定义 有 
F[e%*f(z)] = F et f(a)e dr 
= [reet az 
= Glw— a) 
4. 相似 性 质 


设 a 是 不 为 零 的 常数 ， 则 
"i v 
F[f(az)] = rac) 
证 明 令 azr=x', W4 a0 Bf, 有 
FLfG2) = |” fet az = [^ faber dE 


- le(2) 
asha 
而 当 a<0 时 , 有 
F[f(az)] = [fene dz = [F rene az 
iet) 
所 以 
F[f(ax)] = Hele) 
5. 微分 性 质 


MRM |rok}, f(z) 一 0,， f" U G)-0GEP 2-1, 2, =), W| 
FES? G2] = (iw)FLFCz)] 
FES” G2] = (iw)’FLf(z)] 


FLF? G)] = (iw)"FL/(z)] 
证 明 ”由 定义 和 分 部 积分 法 有 
FIf = | foe az 
=[/epe= -| foxcioe dz 
因为 当 |zl 一 co 时 ，FCz) 一 0, 因此 
FUGO) = i | fGoe* dz = iFLfGO] 


(5. 


(5. 


(5. 


G. 


(5. 


(5. 


G. 


6. 


28) 


29) 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 


. 35) 


36) 
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又 因为 当 |z| 一 oo 时 ,f(z) 一 0, 所 以 


FLf(z)] = r[£2]- jaF[Lf (2)] = GoY FLS] (5.37) 
重复 以 上 过 程 便 可 以 得 到 式 (5. 30 . 
6. 积分 性 质 
a fe de]= EFES] (5.38) 
证 明 因为 
af is 
&[ re a - ro G5. 39) 
所 以 
J= FE] 6.40) 
又 由 微分 性 质 ( 式 (5. 3400 
[Ef rco de]= oF[ | ee as] 6.4D 
比较 上 面 两 式 即 得 式 (5. 38). 
7、 卷 积 定理 
已 知 函 数 fi DM 户 (z)， 则 定义 积分 
IACIAE EH (5.42) 
为 函数 fz) 和 f(z) 的 卷 积 , 记 作 f(z) x f,(z), 即 
fo fo) = f &iefc-o d (5.43) 


卷 积 运算 是 一 种 函数 间 的 运算 , 它 遵 守 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 。 
卷 积 定理 : 若 f, OM 户 (z) 都 满足 传 里 叶 变换 的 条 件 ， 且 f, GO * f, GONE AER 
叶 变 换 的 条 件 , 则 有 
Ffi Ca) * fi(7)] = FLfa G0] * FLf,(zx)] (5.44) 
证 明 由 定义 知 
RA A [ I neso-o ae az G5. 45) 
由 于 f(z) 和 f(z) 都 是 在 (一 =,oo) 上 绝对 可 积 的 , 故 积分 可 交换 次 序 ， 因此 
Fr fT f Ae[[ fo dj 


=S AO + FEA] de 
= FLA * FLf,J (5.46) 
8 乘积 定理 


FLAG) 。 户 (z)] = EFLA G)]* FLA GO] (65.47) 
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证 明 
FROD f, G] = AGO De dz 
-三 fn [去 [Ge Ve da Je™ az 


2l I Pu 
ij Gd oet a] a, 
= GWG wa à 
FA usa jaa Rd 
= 起 G:C) * GG) 


= RFUAGÓ]* FLAG] (5. 48) 


类 似 的 方法 可 以 证 明 三 维 函数 的 傅 里 叶 变 换 也 具有 上 述 性 质 。 
使 用 伟 里 叶 变换 的 线性 性 质 、 微 分 性 质 和 积分 性 质 , 可 以 把 线性 常 微分 方程 化 为 代数 
方程 , 通过 解 代数 方程 和 求 傅 里 叶 逆 变换 ， 就 可 以 得 到 此 微分 方程 的 解 。 


例 5.2 RER f(z) 一 Saz(a>0) 的 传 里 叶 变换 。 
解 : 由 传 里 叶 变换 的 定义 有 
FL/(z)] = 


eem “oz _ gieto 
= 上 二 &#= f dr 
še E cos(a — w)z + i sin(a — w)x — cos(a + e) x +i sinCa +o)=z dz' 
“Š Ziz 
£ É sin(a — e)x aÍ +Í sin(a 十 w)z 4. (5.49) 
° r ° r 
容易 得 到 
- $ 0420 
[| sz az = (5. 50) 
* -3 
£ (ae< 0) 
作 以 下 讨论 : 
A) # a7 lwl, 则 无 论 w>>0 或 a<0, 都 有 a 一 o>0, a--w0, 所 以 由 上 式 有 
r sin(a —e)z dr 一 E sin(a +a)z a = Z (5.51) 
° E ° E 2 
因此 有 
Sinar] x x 
[mm] ELE = x 6.52) 
(2) #a=lel, 则 


zj w> 0) 
” -a G«o 


(5.53) 
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BUR 
0 (90 
“= | (o 0) 
(5.54) 
2a (0) 
a*e- [ 
0 (w<0) 
从 而 得 到 
S ads cu 0 (9-0 
sin(a—o)r , _ 
NE = ico (8.55) 
a Ca za). Z (w>0) 
ME DTE (5. 56) 
5 0 (e<0 
则 得 
sinaz] x 
[žes] 6.57 
(3) #a<lol, W| 
当 w>0 时 ，a 一 o<0，a 十 o>0, 故 有 
r sin(ae 一 oz du ox 
D z 2 
(5. 58) 
r sina + oz qr A 
2 
从 而 得 到 
sinar] x x. 
F[ej--2-x-o (5.59) 
当 w<0 lE, a— 770, a-Fac0, 于 是 有 
[ sina —ae)z gs = Z 
° £ 2 
(5.60) 
r sin(a 二 wz d ox 
° r 2 
从 而 得 到 
sinaz ]_ 
Feo (5.61) 
综合 以 上 (1)、(2) 、(3) 三 种 情况 可 得 ， 
x (ale 
— pfsimz] |x ，_ 
Ffw] = r8 ]- 13 Ga =l D G. 62) 
0 (a<lwl) 
1-4 (zl<D 
5.3 (一 
例 $.3 katsos 《| | 二 1 的 人 里 时 变换 


解 : 因为 fO E Ix <1 中 是 偶 函 数 ， 于 是 由 傅 里 叶 变换 定义 有 
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n à 
FIG = [ foe az = [La — z!)(cosuz —i sinoz) dz 


i 
= 2f G — z) coswz dz 

— . 2.3 
- [m] [ez sinoz 十 2 cosoz) — $ sinoz | 


= £ (sinw — w cosw) (5.63) 
p 


5.1.5 8 函数 的 健 里 叶 变换 
因为 
F[562)] = f awe dr 一 e |p = 1 (5.64) 


说 明 6 函数 的 傅 里 叶 变换 是 常数 1。 由 此 我 们 可 以 认为 , 1 的 傅 里 叶 逆 变换 或 者 说 原 像 就 是 
ëC), HD 


F^[1] = à(z) (5.65) 
同 理 , 根据 傅 里 叶 变 换 的 定义 以 及 8 函数 的 性 质 , 显然 有 
Flac-]- | aape az = e (S.66) 
HD ;SCz 一 6) 的 傅 里 叶 变 换 为 e"' 。 当 然 也 可 认为 
F[c*]—8(2—0 (5.67) 


5.1.6 nn 维 全 里 了 叶 变 换 


在 n 维 情况 下 , 我 们 完全 可 以 类 似 地 定义 函数 六 zj，z:，…，zw) 的 傅 里 叶 变 换 如 下 ， 
Foy wa tt m) = FLfGr s zs", x] 
= r «[. fz19 me cm, xe ntt dz da, dz, (5. 68) 
"E B 3E TE S 
fms ar a m abs [n [Fm e atte dey das de 
” Quos J-e d : 
(5. 69) 
可 以 证 明 , n 维 傅 里 叶 变换 具有 与 一 维 傅 里 叶 变换 类 似 的 性 质 。 


5.2 传 里 叶 变换 法 


对 于 无 限 空间 的 定 解 问题 , 健 里 叶 变 换 是 一 种 很 适用 的 求解 方法 。 本 节 将 通过 几 个 例 
子 说 明 运用 伟 里 叶 变 换 求解 无 界 空间 的 定 解 问题 的 基本 方法 ,并 给 出 几 个 重要 的 解 的 
公式 。 

下 面 的 讨论 假设 求解 的 函数 u 及 其 一 阶 导数 都 是 有 限 的 。 
5.2.1 波动 问题 


905.4 求解 无 限 长 弦 的 自由 振动 定 解 问题 , 即 
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u lo = eG) (5.70) 
u, deo = 4G 
解 : 视 : 为 参数 , 对 定 解 问题 中 各 等 式 两 边 同时 进行 傅 里 叶 变换 , 记 
| 1)] 一 U(o, 0D 


m =0 (—e-«r«o) 


F[p(z)] = 4») (5.71) 
F[y(z)] = Yw) 


则 有 
TI taUs D = 0 
Uto, D lo = d) (5.72) 
U, w» D ls = VG) 
解 上 面 的 常 微分 方程 , 得 
Uto, D = AG)e" + BG)e (5.73) 
代入 初始 条 件 ，, 则 
AG) = 106 leo) 
2a iw 
: Ta (5.74) 
BG) = loo) — L leq) 
2 prim 
这 样 得 到 : 
Uto, D = Fow + tumi Howe — ls Vene 
= Dw) cos(wat) + EW? sinaw) (8.75) 
TAXE EsRUERHE Enim api, 应 用 延迟 定理 和 积分 定理 即 可 得 到 
ula, 0 = +[eGze +a Gay e f yO de G.76) 


这 就 是 我 们 前 面 学 过 的 达 朗 贝尔 公式 。 
对 于 上 面 这 个 例题 , 我 们 可 以 添加 一 个 非 齐 次 项 , 使 之 成 为 一 个 非 齐 次 方程 。 这样， 
原来 的 定 解 问题 就 成 为 如 下 的 强迫 弦 振 动 问题 。 
例 5.5 求解 无 限 长 弦 的 强迫 振动 方程 的 初 值 问 题 , 即 
u, — au, = f(x t) C— co < z < co) 
: |,- = eG) (5.77) 
u, lemo = Hz) 
解 : 使 用 与 例 5. 4 DD pd UL: m 
F[u(z, t)] = Uto. t) 
F[F(z, 0] = Flw, 0 
F[g(z)] = w) 
F[9()] = 更 (w) 
容易 得 到 原 定 解 问题 可 变换 为 下 列 常 微分 方程 的 问题 


(5.78) 
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U 
E 
Uto, D |,-, = d») 
U, lw, D |... = VG) 


+aw UCo, t) = Flw, t) 


则 上 述 问题 的 解 为 


Uto, D = L Í Feo, D sinlavo] de + G0 costoar) + Y 
: 


利用 传 里 叶 变 换 的 性 质 有 : 
F^[FGo, 0] = f(z, D 


F'[irc. »]- J ze, 2 dé 

所 以 得 到 
en 
F. [e° Lec. oj f€, 0 de 
sinu — 0] = diet? — eme] 

从 而 

ERD — 

“G, D = ZÍ (f FED «-[ fee, p de] dr 
i Tps 
*gUeGbaD + ee — a+ 2 "aco ae 

即 


hae 


ulz, D) = 元 | fee, de dr 


Letra gia at)]+ 去 三 wee de 
我 们 可 以 看 到 , AAEM ERRIRE E. 
5.2.2 输 运 问题 


例 5.6 求解 无 限 长 细 杆 的 无 源 热传导 问题 
人 =0 (—e«z«o,t»0) 


u |o = eG) 
解 : 设 伟 里 叶 变换 为 
Flu(z, 0] = Uto, t) 
loi = lw) 
定 解 问题 变换 为 
U' - of a'UGo, t) = 0 
Uto, t) = d) 
常 微分 方程 的 解 为 


ni 
Uto. t) = ó(9)e*** 


(5. 


(@) sin(aoz) 
"m 


(5. 


(5. 
(5. 


G. 


6. 


GG. 


(S. 


79) 


80) 
81) 
82) 


.83) 


. 84) 


85) 


. 86) 


87) 


. 88) 


89) 


90) 
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再 进行 逆 伟 里 叶 变 换 
ulz, t) = F'[Ulw, 0] 


- PN (a) e er do 
x). 


== LFF Le (Oe dele eer do 


- if poff ee da] de (5.91) 
引用 积分 公式 
i ee as = (Ah) (5.92) 
m a 


4 aat, B=i(zx 一 6)， 即 得 到 


uz, D = f so [oe =] de (5.93) 
905.7 求解 无 限 长 细 杆 的 有 源 热传导 方程 的 定 解 问题 。 设 杆 上 有 强度 为 F(z, O fO 
热源 , 杆 上 的 初始 温度 为 p), R (090 时 杆 上 的 温度 分 布 规律 。 
LIB 此 问题 可 归结 为 求 下 列 定 解 问题 


P es = f, (一 c<z<cot>>0) YS 
wlio = eG 
对 定 解 问题 进行 傅 里 叶 变 换 
F[u(z, t)] = Uto, t) 
een = lw) (5.95) 
F[ f(z, 0] = Fw, 0 
得 常 微 分 方程 的 定 解 问题 


U' +w a'UCo, t) = Flw, t) 


(5.96) 
Uto, 0) = da) 
解 上 述 问题 得 到 
Uto, D = Do) «f Flw, De “° ? dr (5.97) 
利用 傅 里 叶 变换 的 性 质 7 卷 积 定理 以 及 已 知 的 变换 关系 
Lir. -总 
F?[e74]— == GS. 98) 
最 后 得 到 定 解 问题 的 解 为 
gm apt i S) 
ua D = Lic [ socii a+ 本 ef De De ds de (5.95 
5.2.3 稳定 场 问题 


例 5.8 求解 真空 中 静电 势 满足 方程 
Au(z, y, z) =— ln y, 2) (5.100) 
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解 : 上 述 方程 可 以 写成 


Au(r) =— la) G. 
s 


101) 


为 方便 起 见 , 我 们 令 fign. id F[u(r) ]=U(e), FL f(r)]=F(oe), 对 方程 进行 傅 


里 叶 变 换 得 到 
Uto) = EI G. 
利用 变换 公式 
F[ 二 ]- 8 G. 
有 
F[u(] = ii l r] Foro 6. 
所 以 由 卷 积 定理 得 到 
zn Gr) " 
«o-il £e G. 


945.9 求解 定 解 问题 
usu, =0 (一 co<z<coy>0 


u lemo = f(z) (5. 


lim u(z, y) 一 0 
am 


解 : 对 于 变量 = EARMEN, 有 
F[u(z, y)] = Uto, y) 


F[ f(z)] = Flw) € 
定 解 问题 变换 为 常 微分 方程 
TU- UQ, »-0 Gs, 
ne 0) = Flw) i 
U(o, y) = 0 
因为 w 可 取 正 、 负 值 ,， 所 以 常 微 分 定 解 问题 的 通 解 为 
Ulaz, y) = C(e)e!“” + Dw)” G. 
为 lim U(w, y) —0, 故 得 到 - 
po =0 
(5 
Do) = Flw) 
常 微分 方程 的 解 为 
Uto, y) = F(e)e ** 6. 


设 GG, =e, 根据 传 里 叶 变 换 定 义 , eI" IER DERI 3 
ee a = [L= dut f ea] 


ZxJ o 


NES E! i-a y 
zu SFE] al +y) fo 


102) 


103) 


104) 


105) 


106) 


107) 


108) 


109) 


110) 


.111) 


112) 


. 113) 
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再 借助 卷 积 定理 就 得 到 原 定 解 问题 的 解 为 


— i) 5.114 
uz, 3) ID cs de (5.114) 


通过 上 面 的 例题 可 见 ， 用 傅 里 叶 变换 法 解 定 解 问题 的 特点 是 ， 不 受 方程 类 型 的 限制 ， 
主要 用 于 无 界 域 。 一般 的 解 题 步骤 为 : 

CO 对 方程 和 初始 条 件 , 关于 空间 变量 进行 传 里 叶 变 换 ， 由 传 里 叶 变换 的 微分 性 质 ， 
利用 边界 条 件 得 到 常 微分 方程 的 定 解 问题 。 

(2) 解 常 微分 方程 的 定 解 问题 。 

(3) 进行 储 里 叶 北 变换 ,对 热传导 方程 用 卷 积 定理 , 对 波动 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 则 根 
据 逆 变 换 的 定义 处 理 。 


5.3 拉 普 拉 斯 变换 


通过 上 一 节 的 内 容 我 们 可 以 知道 , 用 傅 里 叶 变换 解 微分 方程 时 ， 要 求 所 出 现 的 函数 必 
须 在 (一 2,， co) 上 满足 绝对 可 积 的 条 件 。 但 实际 上 , 许多 函数 即使 是 很 简单 的 函数 (如 单位 
函数 、 常 数 、 正 弦 函 数 、 余 弦 函 数 以 及 线性 函数 等 ) 都 不 满足 这 个 条 件 。 另 一 方面 ， 伟 里 叶 
变换 还 要 求 进行 变换 的 函数 在 (一 2, oo) 都 有 定义 , 但 在 物理 、 无 线 电 等 实际 应 用 中 , W 
多 以 时 间作 为 自 变量 的 函数 往往 在 :<0 时 是 无 意义 或 不 需要 考虑 的 。 像 这 样 的 函数 就 不 
能 对 时 间 变 量 c 作 傅 里 叶 变 换 。 为 了 克服 傅 里 叶 变换 的 这 些 缺 点 ， 人 们 适当 地 改造 了 傅 里 
叶 变 换 ， 从 而 得 到 了 拉 普 拉 斯 变换 。 


5.3.1 拉 普 拉 斯 变换 


设 函 数 六 DO 满足 下 列 拉 普 拉 斯 变换 条 件 : 

(1) 34 (C0 Bf, f(0—0; 

(2) 当 1>0 时 ,f/f(1) 及 (2) 除去 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 处 处 连续 ; 

(3) 当 coolt, f(z) 的 增长 速度 不 超过 某 个 指数 函数 ， 即 存在 常数 M 0,20, 使 得 


| KD I Me (0<t< oo) 6.115) 
HP, o 称 为 f(z) 的 增长 指数 。 
ERE, Fr 
FO) = LEW] -[ foe dt (5.116) 
其 中 , p—o—io, 为 函数 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 而 称 
fO = ICFCD)] = | roe dp (5.117) 


为 复 变 函 数 F(p) 的 逆 拉 普 拉 斯 变换 。F(p) 为 ji) 的 像 函 数 ，F(z) 为 F(p) 的 原 像 函 数 。 
显然 
L'L[f]— f (5. 118) 


5.3.2 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 定理 
拉 普 拉 斯 变换 的 存在 条 件 由 拉 普 拉 斯 的 存在 定理 给 出 。 
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定理 1( 拉 普 拉 斯 存在 定理 ) 设 函 数 f(z) 满 足 拉 普 拉 斯 变换 条 件 , 则 由 式 (5. 1160 Br 
定义 的 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 FO EFF Re p 二 oo。 上 存在 且 解 析 , H% largo] < 


3 90 是 任意 小 的 正 数 ) 时 ， 有 


limF(p) = 0 (5.119) 
lim 
证 明 因为 
- "Me (0! dq; = M 
[ iroi a<[ mea >a) (5.120) 
° ° oo 


所 以 ,积分 式 (5.116) 绝 对 收敛 , 从 而 F(p) 在 半 平 面 Re p 二 o>>o。 上 有 定义 。 当 oo +e 
Bf, 积分 式 (5.116) 还 一 致 收敛 , 其中, e 为 任意 小 的 正 数 。 
在 式 (5.116) 中 将 被 积 函 数 对 p 求 导 , 得 到 


Í ] fte | dre [^ Me uo dt = (> 0) (5.121) 
D ° 


LBOM . 
(c —o* 
所 以 积分 NITE di < 在 半 平 面 Re p=0>0, +e E— Sülic ot, Jti fA. FU bb yy 


可 以 互 换 ， 即 


EW q roras f fe") a 


-7 C7 fte”) dt = L[—:f()0] (5.122) 
° 


所 以 F(p) 在 半 平 面 Re p=0>0, 上 是 解析 的 。 
对 于 物理 上 的 量 f(z)(t 表示 时 间 ) 来 说 ， 上 述 的 拉 普 拉 斯 变换 条 件 是 自然 满足 的 。 所 
以 ， 作 拉 普 拉 斯 变换 时 ,我 们 不 加 声明 地 假定 有 关 的 函数 都 满足 拉 普 拉 斯 变换 条 件 。 
拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 合理 性 和 存在 性 是 由 反 演 定理 保证 的 。 
定理 2( 反 演 定理 ) 设 jz) 的 像 函 数 为 F(p)， 则 当 00 时 ,在 f(t) 的 每 一 个 连续 
点 有 
fo = PME dp (5.123) 


也 就 是 说 , /(z) 是 它 的 拉 普 拉 斯 变换 的 逆 变 换 , 其 中 积分 是 沿 着 任意 一 条 直线 Re 570770, 
来 取 的 。 上 式 的 右 端 理解 为 柯 西 积分 主 值 ( 指 沿线 段 (o 一 iN, ot+iN) 所 取 的 积分 , 当 N—co 
时 的 极限 ), 24 >0 Bf 


到 | F(p)e” dp = 0 (5. 124) 
证 明 令 
f = da Fe ap 
- 
- P : (F flDer ac)e” dp (5. 125) 


因为 在 半 平面 Re poema He k, 积分 | jCO dr 关于 户 一 致 收 敏 ， 所 以 交换 积分 
次 序 可 以 得 到 
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六 = 二 | fo [en dp] ar 


— 1 [“ ¿ye sinNG— D 
-i[ /fe MED de (5.126) 
+ 
一 r 一 上 
£ i _ (5.127) 
gO = f De 
则 


— 1[“ ce sit 
f= rO E de (5.128) 


因为 SOE ER, M e= 也 是 e CO BOXES A Hlimg (=g) = fC), 根据 黎 
曼 - 勒 贝 格 引 理 ， 有 


limf” o CO) sinNe de = 0 (5.129) 
Bp 
o [^ co SIBNE e = sinNe e A et sing 
lim eco SUN dg = z€) lim" SANE de = gc) lim. AT dr G5. 130) 
所 以 ， 当 过 0 时 
Jim/,C = lim 1| «co siang de = g0) = f) (5.131) 
4 <0 时 
lim fy) = lim SKO sane de= 0 (5.132) 


下 面 我 们 给 出 一 个 解析 函数 F(z) 是 某 个 实 函数 f(z) 的 像 函 数 的 充分 条 件 。 
定理 3 设 复 变 函数 F(p) 在 半 平 面 Re p 二 o>o。 上 解析 。 在 任意 半 平 面 Re p= 2 


ae E, lim FCp) 一 0 且 积 分 | FG dp 绝对 收敛 ， MN FOER 
fo = gf Foe" dp (5. 133) 
Zril eico : 


的 像 。 

定理 2 的 含义 是 : 车 F(p) 是 jz) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 AOE F(p) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 
换 ; 而 定理 3 告诉 我 们 : # f(z) 是 F(p) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , W F(p) 是 f(7) 的 拉 普 拉 斯 变 
换 。 这 反映 了 式 (5. 116) 与 式 (5. 117) 之 间 的 关系 。 

使 用 拉 普 拉 斯 变换 解 方程 时 ,常常 需要 对 一 些 复杂 的 像 函 数 求 原 像 函数 。 这 时 借助 展 
开 定理 , 可 以 将 问题 转化 为 求 围 线 积分 和 计算 留 数 ,从 而 也 就 简化 了 计算 。 所 以 下 面 将 介 
绍 展 开 定理 , 并 在 下 一 节 中 用 例题 介绍 其 应 用 。 

首先 介绍 所 要 用 到 的 约 当 定理 。 

约 当 引 理 设 1 为 平行 虚 轴 的 固定 直线 , C, 为 一 族 以 原点 为 中 心 , 并 在 1 左边 的 圆 弧 ， 
C, 的 半径 随 n 一 oo 而 趋 于 无 穷 。 若 在 C, 上 函数 GO TRE im FG) —0, 则 对 任意 一 正 数 1， 


均 有 
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lim Fe" dp = 0 (5.134) 
m 


这 里 的 圆 弧 C, 也 可 以 推广 到 其 他 的 光滑 凸 曲线 族 。( 证 略 ) 
定理 4( 展 开 定理 ) 设 解析 函数 F(z) 满 足下 列 条 件 : 
(1) 在 开平 面 内 只 有 极点 为 其 奇 点 , 且 这 些 极点 po Po P: ，…， 加 ，… 都 分 布 在 半 平 
面 Re p< E; 
(2) 存在 一 族 以 原点 为 中 心 ， 以 R, 为 半径 的 圆周 C., 且 有 
R, < R, < = < R, < = — c° 
在 这 族 圆周 C, E, limF(G) 0; 


(3) 对 任意 一 个 ooo te, 积分 | FG) dp 绝对 收敛 ， 则 FCIRE 


fO = > ResF(p)e” = >) ReCFGODe" , p,] (5. 135) 
* ^ * 
证 明 首先 , 由 定理 3 我 们 知道 F(p) 是 
fo) = PME dp (5.136) 


的 像 函 数 。 我 们 考虑 线 积分 
25$ Foe ap = Z. [ rone" ap df Fare" ap (5. 13) 
2ri n 2xi. c 2xi Ç * 
RH, s m CES 如 图 5.1 BUR. CERAM C, 位 于 直线 Re po EWURA CORR 
条 直线 位 于 圆周 C, 内 部 的 部 分 。 根 据 留 数 定理 , 已 知 
a Fe” dp = 3) Re FCDe" , p,J (5. 138) 


msi 积分 路 径 
再 由 定理 的 已 知 条 件 (2) 和 约 当 引 理 得 , 当 :>0 时 ， 
lim ,F(p)e dp — 0 (5.139) 


于 是 , 当 n->co 时 , 有 
ed 'dp— ii p 
fa- "NET dp 2xi imf FG dp 
zm * dy p 
一 lim zd $ rov dp > erue 


= M Re(FGO)e", 5] (5. 140) 
z 
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5.3.3 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 性 质 


1. 线性 定理 
设 、p 为 任意 常数 ， 则 
Llaf, C) + Bf, G2] = aLCf CO T - LC f. CO ] (5.141) 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 式 ( 式 (5. 116)) 可 知 , 这 是 很 明显 的 。 
2. 乘积 定理 


W fi OM f(D 都 满足 拉 普 拉 斯 变换 条 件 , 增长 指数 分 别 为 o, Mo WRR A O f, (7) 
满足 拉 普 拉 斯 变换 条 件 , 且 有 
LL Of OJ 7 f FDF- od (5.142) 


其 中 , a>a,, Re £72. 
证 明 因为 户 (p) 记 (2 满足 拉 普 拉 斯 变换 条 件 ， 它 的 像 函 数 为 


LEA OR O7 | AORO” à 
; 
z Ls B 
=f roH noe dg)e™” de 
c a 
= ro cos ea) dg 
ap 
- =Ë F,GOF,(p— q) dq (8.143) 
如 令 o, —max(a,, o), W >o,» Re p>>a, +a Bf, 有 
Vie id 
f F,G)F,Co — q) dq -[ F,G)F, Co — q) dq (5. 144) 
" TR 


3. 微分 性 质 
LEF D] = pF(p) — f0) 
LE] = PF) — pf 0) — f0) 


H (5.145) 
LES” (D) = 加 F(b) — p^! f0) — p™ f'(0) — + — f (0) 
(Re p> 0) 
特别 地 , 车 fO f'() m — £7" (0, 则 有 
LUFO (0)] = p'F p) (5.146) 


其 中 ， 了 (0) 应 理解 为 右 极限 值 lim f” GO Cn 一 0， 1,2, 0. 可见 ,对 原 像 f(z) 求 导 一 次 ， 
RAAF FERA p. 
证 明 
LLFD] = [ro à = [fO] +p| foe" dt = pF (p) — f(0) 
(5,147) 
然后 , 用 数学 归纳 法 易 证 明 n 阶 导数 的 公式 。 


ea > ee 数学 物理 方法 


4. 积分 性 质 
itf fo ad = nol = En (5. 148) 
可 见 , 对 原 像 SORI- KAKF FORA p. 
证 明 $o = fro dr, Wl 
eO = /0) (5. 149) 


容易 验证 (2 仍然 满足 拉 普 拉 斯 变换 条 件 。 且 pg(0) 二 0, 因此 对 p (z) 作 拉 普 拉 斯 变换 
得 到 : 
LEE DJ = pLCgCO — gc] = 大 [| co aa (5.150) 
因为 
L[g(0] = LED] = F(p) (5.151) 
所 以 
_ Fo) 
uf fo a = Fd 
5. RUD S MUERE 
L°? (p) = LLC—0^fC0] (5.152) 
可 见 对 像 F(p) 求 导 一 次 , 相当 于 原 像 f(z) 乘 以 一 +。 
6. 像 函数 的 积分 定理 


设 SORRA F), ERA [ Fo db 收敛, 则 


[ro dp = z[22] (5.153) 
> 
可 见 ， 对 像 F(p) 积 分 一 次 相当 于 对 原 像 FOOBRUL t。 
证 明 因为 
IN dp 一 INN fCDer dt dp (5.154) 
, >de 


所 以 如 果 把 积分 路 线 取 在 半 平 面 Re p= 二 o>o。 内 ,就 有 


2 dt | < IN Lie | a< Mf er d= 


0—0 


(a>) (5.155) 
即 积分 | fO dt 在 Re poo, ee 上 一 致 收 化 ,所 以 可 以 交换 积分 次 序 ,于 是 有 
[ro ap = NEC à dp = [^ fo [e ap] à 
- f: Fera i4] (5.156) 
7. 相似 性 质 


设 a>>0, WJ 
Lifan] = 1e(2) 65.157) 


a \a 
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证 明 
" m "mE 
LLSD] = | fane” à [rae L dat) 
aL -ee d=} 
-i[ feet? de= FF (Ê) (5.158) 
8. 位 移 性 质 
L(p— po) = LL” f] (5.159) 
证 明 
Lefa] = [eroe “d=| foeth de= Lpp) (5.160) 
: ç 
9. TRER 
d co. 则 
LLfa—9]- e*LG) (5.16) 
证 明 


L[fa—20]- N De" dt = [raner dí =t) (5.162) 
AAM € (—r, 0) 时 , f(t)=0, 所 以 
L[fa—-20]- [ace q = "| ae "dí e"F() (5.163) 
° " 


10. PREE 
定义 

fO) * f) -[5095a-0 dr (5. 164) 
则 有 

LLA CD) * fa] = LEA WO] * L[ f, GO] (5. 165) 
反之 

L'[L, OG) * L,(p)] = fi CO * f; CO) (5.166) 
证 明 $ o, =maxlo s, o]. 则 积分 

[enoa s [ena a (5. 167) 

° ° 


都 在 半 平 面 Re p=a>o, 上 绝对 收敛 , 于 是 
LULA OJLCA (OY) = [eno ar erc dr 


ENTE (5. 168) 
ada 


作 积分 的 变量 代 换 , 令 :一 z 一 y， r=y, MWE z 一 平面 上 与 :一 r 平 面 上 的 面积 元 素 相 


对 应 的 面积 元 素 为 
2b oar 
ades Oira] ee disa (5.169 
bks 2 = 
S aeria bes rd by ly .169) 


ar ay 
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并 将 :一 r 平 面 上 的 第 一 象限 变 为 z 一 ?平面 上 > 一 0 及 y= 直线 间 的 部 分 , 如 图 5. 2 
所 示 。 
t » 


o 1 [e H 
(a) e 


图 5.2 :r—c i5 ry V lo E 
(a) t 一 r 平 面 变换 ; (0) z 一 ?平面 变换 
所 以 


LOOJAD] = [ [fnew dy] e à 
=f (fa 5o à] ed 


= INVIO * fI] e" dt 

= LAWD * f. O0] (5.170) 
$15.10. f) —e* (a 为 复数 ), 求 L[e”]。 
解 : 由 拉 普 拉 斯 变换 定义 有 


Lel= | ere” de=- (Re p> Rea) 6.1710 
° b—a 
车 a=0, 则 有 
1 
L[1]=+ (5.172) 
[1] ? 


对 于 常见 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 人 们 已 将 其 制作 成 表格 。 对 于 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 我 们 
应 熟练 掌握 ,这 将 方便 我 们 使 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 线性 常 微分 方程 和 积分 方程 的 初 值 问题 。 


5.4 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 


5.4.1 拉 普 拉 斯 变换 解 常 微分 方程 


例 5.11 用 本 征 函数 展开 法 求解 两 端 固定 的 弦 的 纯 强迫 振动 时 会 涉及 到 需要 求 二 阶 
非 齐 次 的 常 微 分 方程 的 定 解 问题 
Toy 4 (215) co - fo 


ND us (5.173) 


T(0-0 
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试用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 此 定 解 问题 。 
解 : 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 并 记 LETOO ]— Tee), LL fG)]= FG) , WH 
P TX) — pTO) — T0) + (zm) TQ) = FO) (5.174) 
代 人 初始 条 件 得 
p Toy (T 2! TO» = FC» (8.175) 
所 以 
To» = Fo» + ——À ; (5.176) 
n 
+T) 
因为 
ann 
i = 二 = L [sin em] 6.177) 


P (ey Kay ann 


所 以 对 T Cp) GRIS , ABEM. 177)， 可 得 到 


TO — L^ TC) = L^ |F) * ————; 
p ES (zy 


I F(1) # sin 2? = Lf fO sina — r) de (5.178) 
" a * T ann 


将 上 面 的 计算 过 程 与 分 离 变 量 法 进行 比较 , 明显 可 以 看 出 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 此 类 
方程 在 思路 上 要 明晰 得 多 。 

例 5.12 求 图 5.3 中 , 工 一 C 串联 电路 当 电 容 C 放 
电 时 的 电流 , 电容 器 上 的 初始 电荷 为 土 q。。 

解 : 该 电路 电流 i(z) 所 满足 的 方程 是 


di lli 
parohie C (5.179) 
i(0) = 0 
对 方程 两 边 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 设 LOD], 
则 有 图 5.3 L—C 串联 电路 
—io pl.» 8. 1 
Lipi) - i0) - 5 TE - Ir 
(5.180) 
代入 初始 条 件 得 
1 
Kp) = &— (5.181) 
LC 1 
P? 


进行 逆 变 换 可 得 
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i(D = LU] = ic^ 


1 4» sin 
一 (5. 182) 
pc " ZC ue. 

由 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 在 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 方程 时 , 不 需要 考虑 方程 的 齐 次 与 
否 , 其 步骤 是 一 样 的 , 而 且 作 变换 时 把 初 值 包括 进去 了 , 省 去 了 其 他 解法 中 用 初 值 定 解 的 
一 步 。 

我 们 把 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 常 微分 方程 的 步骤 归纳 为 : D 对 方程 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 
并 且 变 换 把 初始 条 件 也 一 并 考虑 了 ; @ 从 变换 后 的 方程 解 出 像 函数 ; @ 对 求 出 的 像 函 数 
进行 反 演 即 求 逆 变 换 ， 原 函数 就 是 原来 方程 的 解 。 


5.4.2. 拉 普 拉 斯 变换 解 偏 微分 方程 


1. 波动 问题 
例 5.13 求解 无 界 弦 的 振动 


M — au, 一 0 
(5.183) 
u |,= = eG, u, ls = d 


解 : 对 泛 定 方程 进行 拉 普 拉 斯 变换 , 考虑 到 初始 条 件 , 记 工 [uCz, 0]—UGe, p) 变 换 
的 结果 是 
PIU — pla) — yx) — dU, = 0 (5. 184) 
这 个 非 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 是 
Ulz, p) = Ae” + Be? 一 PM eT CCo + bp C] de 


4 že E epo 十 加 (6] de (5. 185) 
考虑 到 limU 不 应 为 无 限 大 ， PARRA REAP: im U 也 不 应 为 无 限 大 , 积分 常数 


B 也 肯定 为 零 。 为 了 保证 积分 收敛 , 第 一 个 积分 的 下 限 取 为 c， 第 二 个 积分 的 下 限 则 取 为 
一 oo。 这样， 


= et 
UG. p) = | 


"paco + seco) ae if T toco + sect] de 


= [z et «odaci[ —— a 
+e O alf UC bec de] (5. 186) 


第 二 个 [] 跟 第 一 个 [] 相 比较 , gC) 代替 了 y(&), 并 且 多 一 个 因子 p. 因此, 先 对 第 一 个 [] 进 
行 逆 变换 ,得 到 原 函数 之 后 ,把 %(6) 改 为 ONES : 求 导 就 得 到 第 二 个 的 原 函数 。 
对 L '[1/p]= HOD EER E ga, 则 


ne] H(:-&)= k HM (5. 187) 


于 是 


v [z[ 7e a- Z^ «co a GS. 188) 


第 5 章 积分 变换 法 — x5 — 


同 理 

UP — a]- Z[ sca (5. 189) 
这 样 就 完成 了 逆 变 换 

«c o-if- ye) d+? 2[z ES 


= | we ae gata eoa] 6.190 


这 就 是 第 2 章 推导 出 的 达 朗 贝尔 公式 。 

例 5.14 求解 半 无 界 弦 的 振动 问题 
u, = au, (0 < rco, t0) 
ul... = f0), limuz, t) —0 (20) (5.191) 
u lemo = O, uu, ls m0 (0<z<co) 

解 : 对 方程 两 边关 于 变量 : 作 拉 普 拉 斯 变换 , 并 记 U(z, 加) 一 L[v(z, t)]。 则 得 到 方程 


A 
EUG» p) — pula, 0) — ulz, 0) =a Š ves I (5.192) 

代入 初始 条 件 得 
AE EUG. p-0 (5.193) 


再 对 边界 条 件 关 于 变量 c 作 拉 普 拉 斯 变换 ,并 记 FCD —LLf G2»). 则 有 


UO, p) = FO» 
.19 
sara p-o So 
常 微分 方程 (5. 193) 的 通 解 为 
U(z, p) = C,(p)e * + C,(p)e* (5.195) 
代入 边界 条 件 ( 式 (5. 194)) 可 得 
GG =0, CO) = FO» (5.196) 
所 以 
Ula, p) = e* + FC) (5.197) 
而 由 位 移 定理 有 
e EC) = Lr £)] (5. 198) 
所 以 
uz, D = L° [Ul 9] = L^ bre -2)]) 
- (5. 199) 


例 5.15 求解 无 限 长 传输 线 上 的 电报 方程 
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RGU + LG + RU, + LCU, —U,, = 0 
b l-o = 6G (S. 200) 
U, ,-, = (z) 
解 : 为 了 方便 计算 , 先 作 函数 变换 
UG, D = e Eu, D (5.201) 
定 解 问题 转化 为 
u, —a'u, —b'u = 0 
: les = eGO (5. 202) 
u, |o = 9G 
其 中 ， 
a= fe: 6-iü6-ROW. gD = eG. pa) = pG) IE EROS 


对 泛 定 方程 进行 拉 普 拉 斯 变换 ,初始 条 件 通 过 微分 定理 而 考虑 到 。 记 Lula, 0]— 
u(z, 力 ) 变 换 的 结果 是 


p'u—pp— 0 — au, — Pu = 0 (5.203) 
这 个 非 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 是 
; = Ael FUE, _ 1 [9 e 
ulz, p) = Ae' Y? * ^ + Be zV? t A p PET, [9D + pp CO ] de 
1f? esr 
+ vy + pp C] de (5. 204) 


考虑 到 limz 不 应 为 无 限 大 ,积分 常数 A 肯定 为 零 ; lim 之 也 不 应 为 无 限 大 ,积分 常数 
了 也 肯定 为 零 。 为 了 保证 积分 收敛 ,第 一 个 积分 的 下 限 取 为 co， 第 二 个 积分 的 下 限 则 取 为 
E. 


_ nd 
ia p =- Af VEU + pe CO ]dt "- i[. EE EDO +€ dg 
o a Har e 
es 1 
- [uf og nnl Es anii uj 
"P 
" Er `= te de+ i ^O ae] (5. 205) 


第 二 个 [] 跟 第 一 个 [] 相 比较 , oCO RET. CO 并 且 多 一 个 因子 p。 因此, 先 对 第 一 个 [] 进 
行道 变换 ,得 到 原 函 数 之 后 ， 把 y(&) 改 为 PEO, H t 求 导 就 得 到 第 二 个 [] 的 原 函数 。 
通过 查 拉 普 拉 斯 变换 表 可 得 


E " 


rfe i — ]- 1 [fe — 8 J(e- £27) (5. 206) 


ea SE 
pi [al NES =e al 2 i (P VD) de 6.20 
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LE! 


Hja MO aj- Lf on(bgss—G—w)«ede (8.208 


这 样 ， 完 成 着 变换 如 下 
"PE af (Ë Ver G= o )eco de 


" 2t vae — G-9")eco ae] 


2t 2a. 
- | (2 Ze G t )ec dé 


+[eG +a) gr — a] 


ge]: ge Vat? — G — 8 )eco de 


5. 209) 
其 中 , 了 为 零 阶 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函数 。 
2. 输 运 问题 
例 5.16 一 根 半 无 限 长 的 杆 , 端点 温度 变化 情况 为 已 知 , 杆 的 初始 温度 为 零度 , 求 杆 
上 温度 的 分 布 规律 。 


解 ; 这 个 问题 可 以 归结 为 求解 下 列 的 定 解 问题 
u = au, (0<r<%,t>0) 
u |o =0 (Qro. t0 (5. 210) 
u|.- = f) (过 0) 
因为 这 个 问题 中 z. t 的 变化 范围 都 是 (0，co), 所 以 我 们 用 拉 普 拉 斯 变换 而 不 是 用 健 里 叶 
变换 来 求解 。 对 变量 : 进行 拉 普 拉 斯 变换 , 记 Lul, 0]—-U Ges p), LEf(O)]— FG», fe 
对 方程 两 端 进行 拉 普 拉 斯 变换 ,并 使 用 初始 条 件 , 得 到 一 个 常 微分 方程 


TUG, P BU, p-o (5.211) 
再 对 边界 条 件 变换 得 到 
UG, p) lao = FC) (5. 212) 
常 微分 方程 的 通 解 为 
UG, p) = ae 全 十 ce 外 (5.213) 


由 于 当 z—+eoBf, u(z, 2533421, 所 以 U(z, p) 也 应 该 有 界 , 故 c, 二 0。 
再 由 条 件 UC, p)|,-。 二 FC(p), f8 c, =F), 从 而 得 


Uta, p) = Fe 多 65.214) 
查 拉 普 拉 斯 变换 表 得 
afle] 2[.e 
工 [5* ] a dy (5. 215) 


由 微分 性 质 得 
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L'[e*53- Lp Se] HE ENS ay]= E (5.216) 
D C dria fans ° ` 
最 后 ， — Mr 
ula, D = L '[F(p)e *^ J= f(D) * PRETI 
fo ERE men m= dr (5. 217) 


- ZZ, 
905.17 求解 硅 片 的 恒定 表面 浓度 扩散 问题 。 把 硅 片 的 厚度 当 作 无 限 大 , 这 是 半 无 界 
空间 的 定 解 问题 
u,—au, —0 (r>0) 
: l= = N, (5.218) 
u |o = 0 
解 : 对 泛 定 方程 和 边界 条 件 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 至 于 初始 条 件 则 通过 微分 定理 而 考虑 
到 。 记 L[u(z, 0]—UCGr, p) 变 换 的 结果 是 
i =0 (zxz>0) 


(5. 219) 
Ul TN 


这 个 常 微分 方程 的 通 解 是 
Ulz, p) = Ae "^ 十 Be (5.220) 
考虑 到 limU 不 应 为 无 限 大 ， 积 分 常数 B 肯定 为 零 。 利 用 边界 条 件 得 到 积分 常数 A 二 


No/p。 于 是 


UG, p) = N, Jem (5.221) 
借助 拉 普 拉 斯 变换 表 求 逆 变 换 得 
z 
u(z, D = N, ete(z77) (5.222) 


其 中 ， erfc(z) 为 余 误差 函数 。 
3. 展开 定理 的 使 用 
前 面 我 们 根据 像 函 数 求 原 像 函数 时 ， 都 是 直接 采用 拉 普 拉 斯 道 变换 的 方法 。 但 是 对 于 
一 些 比较 复杂 的 像 函 数 ， 我 们 就 需要 借助 于 展开 定理 , 用 复 变 函数 论 中 求 围 线 积分 和 计算 
留 数 的 方法 来 求 出 原 像 。 下 面 我 们 用 例题 来 介绍 这 种 方法 。 
例 5.18 分 析 两 端 有 界 的 细 杆 在 [0, 门 上 的 温度 分 布 。 这 个 细 杆 的 左 端 是 绝热 的 ， 而 
右 端 保持 常温 a, 初始 温度 为 常数 us 
解 : 此 问题 为 求解 下 列 输 运 问题 
u—au,-—0 (0<r<l, t>0) 
: |.-。 一 0 xl 一 G20 (5. 223) 
u |o =u (0<r<D 
对 方程 和 边界 条 件 关 于 :分别 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 记 工 L[x(z, 0]—UG p), 并 考虑 
到 初始 条 件 ， 即 得 到 下 面 常 微分 方程 的 定 解 问题 


第 5 章 积分 变换 法 — 179 — 


du 
de BUT TO 


U,(0, p) 一 0 


(5. 224) 
=% 
UG, p = 3 
此 方程 的 通 解 为 


Ui. p) = $t^ ch Bs +e, shs (5. 225) 
其 中 , cl 、cs 为 任意 常数 。 由 边界 条 件 定 出 c. c WA 
(uu LA d ch 2, E ch Pi + Gm — uo) ch VË, dus 
Po ab eh v, 
把 分 子 记 为 AG), 分 母 记 为 BOO, 因为 双 曲 余弦 是 偶 函 数 , 它 的 泰勒 展开 式 只 含 自 
变量 的 偶 次 项 , 故 U(z, p) 是 p 的 单 值 函 数 , 又 因为 这 个 函数 的 奇 点 都 是 一 阶 极点 ， 即 


加 一 0 
2.s4x (, ly E 
PES (7) 2052 


(5. 227) 
r 
由 展开 定理 有 
Alp) 
P "n W) pe 
ulz, t) È ReUG. pe > Bp" 
us ch 21 + Cu, — uo) ch Pa 
E (5. 228) 
ch Pi 4 p sho. l L. pt 
a a 2a "- 
而 
A(0) = u, 
AG.) = Ga — u) ch Z (k— + )ri = Ga — uo) cos(&— 4) Za Peo 
B'o) =1 Š 
y mis ub =c pt(a- lx 
BG) = + P sh p -CcD ( z7)? 
所 以 得 到 


us D = a tL E» ys C n cosà- ime T CD (5.230) 
总 之 , 通过 以 上 的 例题 可 以 看 出 , 用 拉 普 拉 斯 变换 法 解 偏 微 分 方程 时 , 不 管 泛 定 方程 
和 边界 条 件 是 否 是 齐 次 的 , 均 可 用 同样 的 办 法 处 理 。 


我 们 现在 总 结 一 下 用 傅 里 叶 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 解 题 的 过 程 ， 大 致 如 下 : 


COO 根据 自 变 量 的 变化 范围 和 定 解 条 件 的 具体 情况 , 选取 适当 的 积分 变换 。 然 后 ， 对 
方程 的 两 端 取 变换 ， 把 偏 微分 方程 转化 为 常 微分 方程 。 


(2) 对 定 解 条 件 取 相 应 的 变换 , 得 到 新 方程 的 定 解 条 件 。 
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(3) 解 所 得 的 常 微分 方程 , 求 得 原 定 解 问题 的 变换 式 ， 即 像 函 数 。 

(4) 对 所 得 的 变换 式 取 逆 变换 ,得 到 原 定 解 问题 的 解 。 

我 们 可 以 看 出 , 用 傅 里 叶 变换 法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 解 线性 偏 微分 方程 的 优点 在 于 减少 
了 自 变 量 的 个 数 ， 而 把 原 方程 化 成 了 较 简单 的 形式 。 特 别 是 对 常 系数 的 方程 ， 积 分 变换 法 
常常 是 很 有 效 的 方法 。 

传 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 各 有 其 特点 ,在 实际 应 用 中 应 采用 哪 一 种 积分 变换 , 要 根 
据 问题 的 不 同和 求解 的 方便 来 选择 。 通 常 可 参照 下 面 两 个 方面 。 

首先 , 要 注意 自 变量 的 变化 范围 。 传 里 叶 变 换 要 求 作 变 换 的 自 变量 在 (一 oo,， co) 内 有 
EX, 拉 普 拉 斯 变换 要 求 自 变量 在 (0, oo) 内 变换 。 

其 次 , 由 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 可 以 看 出 , 要 对 某 自 变量 取 拉 普 拉 斯 变换 ,必须 在 
定 解 条 件 中 给 出 当 该 自 变量 等 于 零 时 的 函数 值 及 有 关 的 导数 值 。 

总 之 ,积分 变换 法 是 求解 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 以 及 积分 方程 的 一 种 常见 方法 ,我 
们 要 熟练 地 掌握 它 。 


5.5 本 章 小 结 


1. 积分 变换 法 

对 偏 微分 方程 、 常 微分 方程 和 积分 方程 的 定 解 问题 中 的 各 项 进行 积分 变换 ， 从 而 将 偏 
微分 方程 、 常 微分 方程 和 积分 方程 的 求解 问题 转化 成 为 常 微分 方程 或 代数 方程 的 求解 问题 
的 方法 称 为 积分 变换 法 。 其 中 对 各 项 进行 傅 里 叶 变换 的 方法 ， 称 为 傅 里 叶 变 换 法 ; 而 对 各 
项 进行 拉 普 拉 斯 变换 的 方法 ， 称 之 为 拉 普 拉 斯 变换 法 。 

傅 里 叶 变 换 法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 是 两 种 常用 的 求解 数理 方程 的 积分 变换 法 。 前 者 多 用 
于 求解 没有 初始 条 件 的 无 界 或 半 无 界 问题 , 而 后 者 多 用 于 求解 常 微分 方程 的 初 值 问题 。 

用 积分 变换 法 求解 数理 方程 大 体 可 分 为 以 下 三 步 : 

(1) 对 方程 和 定 解 条 件 中 的 各 项 (对 某 个 适当 的 变量 ) 取 变换 ,得 到 像 函 数 的 常 微分 方 
程 的 定 解 问题 或 代数 方程 。 

(2) 求解 常 微分 方程 的 定 解 问题 或 代数 方程 ,得 到 像 函 数 。 

(3) 求 像 函 数 的 逆 变 换 ， 即 得 原 定 解 问题 的 解 。 

2. 傅 里 时 变换 I 

设 函 数 f(z) 在 (一 oo,，coo) 上 连续 、 分 段 光滑 且 绝 对 可 积 , 则 称 函数 

GG) = | fcoe az 
为 函数 FCz) 的 傅 里 叶 变换 , 记 作 F[ fz) ] =G(o) . 而 称 函 数 
fc = 去 | Ge ds 
为 GCw) 的 傅 里 时 逆 变 换 ， 记 作 F '[GCo)]= f G2 
显然 ， 
FO FLS] = fG) 
傅 里 叶 变换 的 常用 性 质 如 下 : 
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1) 线性 性 质 
F[af, +bf,] = aFLfi] +óF[ f,J 

2) 延迟 性 质 

F[e^*f()] 一 Go 一 mw) 
3) 位 移 性 质 

Flfiz—2z)]-eFLDfG)] 

4) 相似 性 质 

Firan] TqG(2) 
5) 微分 性 质 


如 果 当 |z| 一 ceo 时，F(z) 一 0, fU (z) 一 0( 其 中 ,mn 一 1，2，…)， 则 
Ff? Go] = Go)"F[ fGz)J 
6) 积分 性 质 
r[f Ke ac]- EFL] 
D 卷 积 定理 
FES: CE) * f,Cz)] = FLfiG2] * Ff: G0] 
FLf GO) * f,Cz2)] = g, PU G1» FLf.GO] 
其 中 , a, b. o. z 均 为 常数 ,而 
fiG fio) = [| coa — p as 

定义 为 函数 S OM f,(z) 的 卷 积 。 

利用 健 里 叶 变换 和 逆 变 换 的 定义 与 性 质 , 采取 前 面 所 述 用 积分 变换 法 解数 理 方程 的 三 
大 步 又， 便 可 以 用 传 里 叶 变换 法 求解 相关 的 定 解 问题 。 

3. 拉 普 拉 斯 变换 

设 函 数 F(D) 满 足以 下 条 件 

QD) À <0 Bf, f0)—0; 

(2) 4 750 Bb, fa) R 了 (4) 除 去 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 处 处 连续 ; 

(3) 当 toot, FER M 0,20, 使 得 

| fX) | 和 Mew Qr oo) 
则 称 
FQ) = LLfCO] = NT dt 
为 函数 jz) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 而 称 
fO = ICFCO)] 一 zr dp 

为 复 变 函数 F(p) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。F(p) 为 f(z) 的 像 函 数 ，f OK FO) B9 490 EC 


显然 
L'L[f]= f 
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拉 普 拉 斯 变换 的 主要 性 质 如 下 : 
D 线性 性 质 
Llaf + Bf, C] = aLUfi CO] - LE f CO 
2) 乘积 定理 
ipe 
LL Of O— zÜ RORO- dq 
3) 微分 性 质 
LUF? D] = PF) — p^ f0) — p? f'(0) — = — f (0) 
4) 积分 性 质 
L[f reo aj- HE] 一 B» 
5) 相似 性 质 
L[ feat] = lr(2) 
6) 位 移 性 质 
L( — p) = L[e^'f()] 
TD 滞后 定理 
LCfG—201-e*LGO) 
8) 卷 积 定理 


LEAO * fa] = LEAD] + LAWD] 
同样 ,只 要 利用 拉 普 拉 斯 变换 和 逆 变 换 的 定义 及 性 质 ,， 再 采用 前 面 所 述 的 用 积分 变换 
法 解数 理 方程 的 三 个 步骤 ,就 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 相关 的 定 解 问题 。 


习 题 5 


1 
VZxo 


5.1 求 高 斯 分 布 函数 O= ei MAARN F(w)。 


BR: F(o)=e “É 
5.2 车 满足 候 里 叶 积 分 定理 的 条 件 且 为 奇 函 数 , 试 证 : 


fe = "6 sinwz do 
， 


其 中 , 66) = 2 [ fo sinoz dz. 
x], 


5.3 将 f(x) —cosa^ 展开 为 伟 里 叶 积分 。 
答案 : a sinCat) 


5.4 Wr Va yz lri, o= eiat e= lol, 证 明 : 
1 
[$ 


r a 


5.5 利用 伟 里 叶 变 换 法 求解 常 微分 方程 ay G0 by (z) cy G2 — f Gn, 其 中 , a, 
b, c 都 是 常数 , B. f(x) 为 已 知 函 数 。 
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ER: y(z) 一 趟 | Yee a 

5.6 求解 无 限 长 弦 的 自由 振动 定 解 问题 

u,—au,-—0 (~< r< c°) 

TES 

u |, 70 

ER: aC, D=+[e(z+aD+eCe—aD] 

5.7 求解 下 列 定 解 问题 
u, — au, = f(z, D C co < z < co) 
ulmo = 0 


w |-。 一 0 


* prat. 
E 


答案 : u(z, D = i| f€, z) dé de 
5.8 已 知 某 种 微粒 在 空间 的 浓度 分 布 为 pr), 求解 C90 时 浓度 的 变化 。 
答案 , w(r, D = mrena ee dr 


5.9 求解 热传导 方程 的 初 值 问题 
dicis =0 (一 co<z<<co,t>0) 


u |,-, = cosx 


rat) 


ER: ulz, D— le cosx 


5.10 求解 一 端 固定 的 半 无 界 弦 的 自由 振动 
u, = au, (0<r<%,t>0) 
ie 0-0 020 
ulz, 0) = gl£), uj Gr, 0) = g(z) (0 <<< co) 


š 
Hoata etra) f yO de Gan 
2 Za) a 

答案 : ulz, t) = 1 1 == 

dora) — er o] ed wo de G <a 

5.11 求 下 列 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 

(Des (2) sinkt (3) sin(r- 28) 

(4) coskt; (5) tj (6) e*t", 


1 n! 


ER: O Zo (2) zug (3) P: a) sip G) 
5.12 oR 8(#) 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
答案 : 1 
5.13 用 拉 普 拉 斯 法 求解 常 微分 方程 的 初 值 问题 
2 =z) = 1 
z(0) = 0 


rd Mr 
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ER: z(t) 二 e' 一 1 
5.14 求解 交流 电路 的 方程 
t jO + RiCO = E, sinot 
Ko = 0 
ER: i= aZ R sinot —eL cosa) gg ege n 
5.15 求解 半 无 界 弦 的 受 迫 振动 ,端点 z=0 固定 , 初始 位 移 和 初始 速度 为 零 。 即 定 解 
问题 


u, = au, 十 cosot (0 < z< co°,t>0) 
| limu,(z, t) =0 (全 0) 


ull. 0,u =0 (0< r< e°) 
ilg) (o2) 
a Sz) (2) 


5.16 已 知 传输 线 方程 


ER: ul, 1)= 


u, —a'u, —b'u = 0 
RH, “= 去 ， b=+(LG—ROa, 均 为 常数 。u(z, 0 表示 传输 线 两 端的 电压 。 设 此 传输 
线 两 端 都 伸 向 无 限 远 ， 设 初始 条 件 为 x|,-, 一 0, u, l,o — (z), 求解 此 定 解 问题 。 
Ius D 一元 | 1 (Ë v Cr) de 
5.17 求解 半 无 界 散热 杆 的 温度 分 布 问题 
in = ku, —hu (0 < r< co, t> 0) 


u | amo = uç limu(z, t) = 0 


ER: ulz, D—u, erte( =E) 
5.18 设 有 一 长 为 1 的 均匀 杆 , 其 一 端 固定 , 另 一 端 由 静止 状态 开始 受 力 FF 二 A sinet 


的 作用 , 力 的 方向 和 杆 的 轴线 一 致 , 求 杆 作 纵 振动 的 规律 。 
u,—au, =0 (0<z<L :2>0 


sin u |, =0 (>0) 


ule m0 ula =0 (0<zr<D 
RF, a^ =E/p, 已 为 杆 的 杨 氏 模 量 ，S 为 杆 的 横 截面 积 。 
答案 : urs D = dÉ —3— sinat sin Se + 3 cr tt wA 


SE cos 24 € 
a 


in ED, sin 2k— Dan, 
QS Tp ou sin C 
(2k— [4o —a (2k—1) 2 J 
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第 6 章 É M NE 


我 们 已 经 看 到 ， 行 波 法 主要 求解 无 界 域 的 波动 问题 , 求解 问题 的 范围 十 分 有 限 。 而 分 
离 变 量 法 主要 适用 于 求解 各 种 有 界 问题 另外， 积分 变换 法 主要 用 于 求解 各 种 无 界 问 题 。 
这 两 种 方法 得 到 的 解 主要 是 无 穷 级 数 或 无 穷 积 分 的 形式 ,其 解 的 化 散 性 和 物理 意义 有 待 进 
一 步 分 析 。 在 本 章 中 ,我 们 将 从 点 源 的 概念 (如 质点 、 点 电荷 、 点 热源 等 ) 出 发 ,根据 登 加 原 
理 ， 通 过 点 源 场 的 有 限 积分 来 得 到 任意 源 的 场 。 这 种 求解 数学 物理 方程 的 方法 叫做 格林 函 
数 法 ， 又 称 为 点 源 函 数 法 或 影响 函数 法 。 


首先 看 一 个 例题 ， 如 图 6. 1 所 示 , 静电 场 的 电势 分 布 满足 泊 松 方程 
Au 一 一 (6.1) 


其 中 , o 是 电荷 密度 ,e 为 空间 介 电 常 数 。Au 为 空间 电势 分 布 。 


图 6.1 静电 场 的 电势 分 布 
由 静电 学 知道 , 位 于 ro 处 的 单位 点 电荷 在 > 处 的 电势 为 


zuo 
Gr, r) = te rn] (6.2) 


根据 场 的 登 加 原理 ,知道 r。 处 的 任意 电荷 分 布 p 在 r 处 所 产生 的 电势 为 


Lem ay (6.3) 
v dre | rr | 


上 面 的 求解 给 出 了 一 种 重要 的 求解 问题 的 途径 : 首先 , 找到 一 个 点 源 在 一 定 边界 条 件 
和 初 值 条 件 下 所 产生 的 场 或 影响 ， 即 点 源 的 影响 函数 (格林 函数 ); 然后 , 由 于 任意 分 布 的 
源 总 可 以 看 做 是 许 许多 多 这 样 的 点 源 的 又 加 ,利用 场 的 又 加 原理 , 对 格林 函数 在 整个 源 域 
上 积分 , 即 可 得 到 任意 源 的 场 , 这 就 是 格林 函数 法 的 主要 思想 。 

显然 , 这 种 方法 是 一 种 以 统一 的 思想 方式 处 理 数学 物理 方程 的 有 效 途径 ,直接 求 得 问 


u(r) = 
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题 的 特 解 ， 它 不 受 方程 的 类 型 和 边界 条 件 的 局 限 , 通常 结果 用 一 个 含有 格林 函数 的 有 限 积 
分 表示 , 物理 意义 清晰 , 十 分 便于 理论 分 析 和 研究 。 本 章 将 对 格林 函数 法 的 思想 、 方 法 、 步 
骤 和 应 用 作 一 详细 讨论 。 


6.1 ò 函数 


在 物理 学 中 , 经 常 需要 讨论 集中 量 的 情况 ,如 质点 、 点 电荷 、 点 热源 和 单位 脉冲 等 , 在 
数学 上 这 些 量 该 如 何 表示 呢 ? 为 了 求 得 点 源 所 产生 的 场 一 -格林 函数 , 我们 在 此 引信 6 
函数 。 


6.1.1 8 函数 的 定义 
假定 电量 Q 均匀 分 布 在 一 根 长 为 ! 的 直线 上 , 其 电荷 密度 po(z) 满 足 


° (Iz1» 2) 
e= jo : (6.4) 
+ (í'«) 
E pGOX z BUR. 得 到 总 电荷 量 
Q= [^ pa az (6.5) 
显然 , 如果 让 该 线段 的 长 度 150, 就 得 到 一 个 点 电荷 ,此 时 电荷 密度 用 p, ORR, 则 有 
0 Gr 3*0) 
eG = | (6.6) 


° (r—0) 
这 一 点 的 电荷 总 量 仍 为 Q, 故 式 (6. 5) 仍 然 成 立 , 我 们 称 电位 电荷 量 (Q=1) 的 点 电荷 的 电 
荷 密度 为 6 函数 , 则 有 


òlr) = | (6.7) 


[seo az = (6.8) 


由 此 定义 不 难看 出 : 
(1) 8 函数 可 以 用 来 表示 任意 点 量 的 密度 ， 即 是 一 密度 函数 。 如 在 z=a 处 有 一 质量 为 
m 的 质点 , M| 工 轴 上 任意 一 点 z 处 的 质量 密度 为 p(z) 一 ms(z 一 a) 。 
(2) 更 一 般 地 ， 可 以 定义 
0 (mz) 
BG—z) -1 (6.9) 


c (z= =) 
Ë àG—2)dr—1 (6.10) 


(3) 8 函数 不 是 普通 意义 下 的 函数 ， 因 为 它 没有 普通 意义 下 的 随 自 变 量 取 值 不 同 而 不 
断 改 变 的 函数 值 ， 它 只 有 一 点 (z 一 0 R r=) RAF, 而 在 这 一 点 的 值 又 是 c， 因此， 对 
于 包含 ; 函数 的 运算 ,不 能 按照 通常 的 意义 去 理解 ， 它 被 称 为 一 种 广义 函数 。 
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6.1.2 8 函数 的 性 质 


ò 函数 具有 以 下 一 些 重要 的 性 质 : 
性 质 1 对 任何 一 个 连续 函数 fO) B. 


E fG)8) dz = f(0) 


E: MIC dz = fz) 
证 明 KAANTE c0, 都 有 
1 =[ w dz = [a dz 
因此 ,由 积分 中 值 定理 得 
[feos dz = [rac dz 


= fc [co az = fco 


其 中 ,一 e<é<e。 Q 0, MJ 6-0, ASO), 于 是 得 到 式 (6. 1D, 
利用 坐标 变换 和 式 (6. 11)， 便 可 以 得 到 式 (6. 12) 。 


(6.11) 


(6.12) 


(6.13) 


(6.14) 


这 一 性 质 表明 ,虽然 ; 函数 是 一 种 广义 的 函数 , 但 它 和 任何 连续 函数 的 乘积 在 
(二 co， eo) 内 的 积分 都 有 很 明确 的 意义 , 它 的 作用 总 是 通过 它 所 参与 的 积分 表现 出 来 ,这 


就 使 得 8 函数 在 近代 物理 和 工程 技术 中 有 较 广 泛 的 应 用 。 
性 质 2 若 F(z) 表 示 任意 连续 函数 ， 则 
SEDE — zo) = fGDBG-— z.) 
证 明 从 3(z 一 zo) 在 z 天 zo 时 为 零 可 以 看 出 式 (6.15) 成 立 , 因为 
Ë. p fGz)8(z — 2) dz = NM CL dz = p(x) f(z0) 


成 立 , 所 以 式 (6.15) 成 立 。 
由 式 (6. 15) 容 易 得 到 
zbr— zo) = T,ò( T — z) 
当 z 一 0 时 ,有 
zë(z) 一 0 
性 质 3 6 函数 是 偶 函 数 ,6 函数 的 导数 8(z) 是 奇 函 数 ， 即 
8C-2)—8(), dz—z) = H(z — z) 
8G) =— 8 (z), W(z—m=)=—%(z— z) 
WEBB 因为 对 任何 连续 函数 f), BUR 


NE [feos a) az = fo 
[feos — z az = [^ FD Ce — zo) az = fC) 
所 以 根据 弱 相 等 的 定义 式 (6. IDRE. 同 理 ,可 证 式 (6. 20) 成 立 。 
性 质 4 车 记 3'(z 一 4) 一世 3(z 一 a)， 则 对 于 任意 的 连续 函数 f(z) 有 


(6.15) 


(6.16) 


(6.17) 


(6.18) 


(6.19) 
(6. 20) 
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[feos Ga) ar =— fo (6.21) 
证 明 
[| Sraa ar = [^ fco d 
= feos |>. -[ feo às 
=— f'(a) (6. 22) 
得 证 。 

我 们 称 满足 式 (6. 21) 的 8(z 一 a) 为 8(z 一 a) 的 导数 , 类似 地 , 我 们 还 可 推 得 。 
ERS 8(z 一 a) 的 任意 阶 导数 具有 性 质 


[feos eo dz = C DY Ca) (6.23) 
性 质 6 宗 量 为 函数 pg(z) 的 复合 8 函数 为 
EES 
aea- D IS] (6.24) 


其 中 , z; 为 p(z) 一 0 的 单 根 。 
证 明 ”因为 由 o 函数 的 定义 


3[g(z)] = É. TS 7 B (6. 25) 
Bp 
0 (sz) 
s[p(z)] = t abe (6. 26) 


现 将 全 部 积分 区 间 分 成 一 些 间隔 , 使 每 一 间隔 [x — 6s z, HARRA Cr) —0 的 一 
MKR CESO), 则 对 于 任意 的 连续 函数 f(x) 有 


Je J(z)8[p(z)] dz = 2r f GO8Le Cr) ] dz 


- àrep^ alg] dz (6.27) 


= 


其 中 rece abes M e—>0 Bf, &—zo 记 w=9(z)， 注 意 到 Pre) d[p(z)]= 


26 且 考 虑 到 gf(z) 之 0 时 eG F2 eG — RI g/ Ca) 0 BE g(z re) e 0, 
可 得 


ac Lio ase ld | eus 
[tec = zl ao w= [zi 6.28) 
而 
f(z) 
[T rolp] dz = Dje TEn (6.29) 
又 因为 


下 Ko» iSc -5i de= NI Toe DI Xd 30) 


后 .= 一 
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所 以 ， 比 较 式 (6. 29) RISK Co. 30) 的 结果 可 得 式 (6. 24) 。 


性 质 7 
8G) = LL) (a 7-0) (6.31) 
证 明 因为 对 任何 连续 函数 fC), EA 
IF Eo d= iro «>o 
IF r(£)ea--limo «co 
icu < X. 
= eo = [` reo Laco az (6.32) 
所 以 式 (6. 31) 成 立 。 
同 理 , 可 得 
Aat =at) = i-a) + aG +a] (a#0) (6. 33) 
性 质 8 ò 函数 是 阶 跃 函数 的 导数 
az 一 za = HG- z) (6. 34) 
其 中 函数 
0 Gu) 
ne-so=Í Se (6.35) 
1 (z> =) 
28 Er EK ERU, 22 HE DE ( Heavlsde) Jf fr oC, n PH 6. 2 所 示 。 
Hx) 
图 6. 2 MERATE 
证 明 由 于 
dyan- G mis 
dz o7 "7l G= x) 2 
所 以 


" d Hez— z.) dz = limH(z—z) — limH(z—2) =1—0=1 (6.37) 
-dz Tm Jim, 


Hi 0 函数 的 定义 式 即 得 式 (6. 34) 。 
性 质 9 (多 维 空间 的 6 函数 ) 若 用 8CM 一 M, 表示 把 单位 质量 集中 于 点 M, Gn s xs 
zH RER, 
(M= M.) 


0 
M 一 Mo) = 3 
& h) ls (M= M) (6. 38) 
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I 8M—M,) do = 1 (6.39) 


其 中 , 80M—M) —8Gc— az» y 一 yo z— z) =ë(z—z)8(y—y.)8(z— 2 )#k3 = k 8 函 
数 。 它 具有 以 下 性 质 : 


O J rai Mo du= fono (6. 40) 
其 中 ，f(M) 为 任意 连续 函数 。 

(2) BCz— z y— x £—2) = Kz—2)— 3)&G— 2) (6.41) 

证 明 


J: FDSC — 2) + (y — y) * 8(z— z.) du 
=| 80-50 aea) dy def” fs y, 0G — zo) dz 
=f 8G s) def fs y» 8G — yo) dy 


-=f f (ae, Yor z)8(z — zo) dz 


= f(zo, Yor za) = f(M,) (6.42) 
比较 式 (6. 42) 和 式 (6. 40) 可 得 式 (6.41)， 得 证 。 
(3) a-r y= m s= x) =— ka + (6.43) 


其 中 , r= Gn) GT») G-u». 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 二 维 或 更 高 维 数 的 8 函数 。 
性 质 10 8 函数 的 傅 里 叶 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 均 为 1 。 
根据 变换 的 定义 很 容易 证 明 这 个 性 质 。 另外 ,6 函数 还 可 以 有 许多 不 同 的 表达 式 : 


aco = l[ ea (6. 44) 
2zxJ 一 
8(z) = lim dL [ coser dk (6. 45) 
= 2xJ-. 
G= zy = ll S 5o—2) (6. 46) 
utlig 1 


6.1.3 8 函数 的 应 用 
例 6.1 求 下 列 含有 8 函数 的 积分 值 : 
Df” cosz alade; (2) | eo? Ddr: co f sinza(z— +) dz 
LI 
D [^ cosz 8&GOdz = cos 0 = 1: 


c. sot nars [ e [IE D 38D] az = hl 


2x 2x 


G É sinz s(z 一 去 )dz = o, 
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例 6.2 KAL, 密度 为 p 的 弦 两 端 固定 , 初始 位 移 为 零 , 初始 时 刻 在 =r 处 受到 一 
横向 冲 量 I, 试 写 出 该 横 振 动 的 定 解 问题 (要 求 用 8 函数 写 出 初始 条 件 ) 。 
解 : 已 知 定 解 问题 的 泛 定 方程 和 边界 条 件 分 别 为 : 


uu = au, (6.47) 
ul, = u|,- = 0 (6.48) 

对 于 初始 条 件 , 已 知 
u|l..—0 (6. 49) 


关键 是 确定 u |,-。 的 值 , 由 定义 知 , 在 z= = 处 的 冲 量 密度 可 以 表示 为 
IG, t) |,-, = Òl — x) = pu, | (6. 50) 
所 以 


w | = Ga (6.51) 
则 定 解 问题 为 
u, = aug 
u lamo = u lan = 0 (6.52) 
u|,- = 0, u, lo = Lòla — t) 


P 
事实 上 , 5 函数 的 最 主要 的 应 用 是 可 以 直接 作为 一 个 点 源 ， 这 将 在 以 下 几 节 中 讨论 。 


6.2 泊 松 方程 边 值 问题 的 格林 函数 法 


在 这 一 节 里 , 我 们 首先 说 明 格 林 函 数 的 一 般 概念 , 通过 引入 格林 基本 积分 公式 , 讨论 
泊 松 方程 的 边 值 问题 的 格林 函数 法 , 给 出 泊 松 方程 在 给 定 边界 条 件 下 的 格林 函数 公式 。 


6.2.1 格林 函数 的 一 般 概念 


前 面 我 们 已 经 知道 , 格林 函数 又 叫做 点 源 函 数 , 它 表示 点 源 产生 的 场 。 事实 上 , 三 类 


典型 的 数学 物理 方程 可 以 统一 表示 为 
Laf (6.53) 


其 中 ,二 表示 某 一 线性 算 符 。 对 于 流动 方程 ,L 一 2 一 ?4: TIMES, L= 3 — 2 A: 


而 对 于 稳定 场 方程 , 则 了 一 一 A。 u 为 待 求 量 ,f 代表 场 的 源 。 

为 了 简单 起 见 ， 先 考虑 稳定 场 方程 , 此 时 自 变量 只 有 7 没有 时 间 :， 对 于 位 置 在 点 7 的 
单位 强度 源 {二 8(r 一 r,)， 由 它 产生 的 场 称 为 格林 函数 , 用 G(r, r。) 表 示 。 因 此 , 格林 函数 
所 满足 的 方程 是 

LG(r, r,) = èlr— ro) (6.54) 
这 里 如 果 讨论 的 是 带 边界 条 件 的 问题 , 则 Gr, 六 ) 也 应 该 满足 边界 条 件 。 

这 里 的 目标 是 求解 方程 (6. 53)， 由 于 方程 线性 ,满足 春 加 原理 ,所 以 源 f 产生 的 场 可 

以 写成 点 源 的 场 ( 即 格林 函数 ) 的 倒 加 , 为 此 , 用 f(r。) 乘 以 式 (6. 50, 得 
LG(r, r,) fro) = èlr— ro) f(r) (6. 55) 
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两 边 对 r, 作 积 分 ,并 将 它 和 作用 在 ~ 上 的 算 符 工 交换 次 序 , 得 到 
Lj Gc. r) fir) dv = [ae rfe) dV = fi (6. 56) 
比较 式 (6. 56) RIS C6. 53) 可 得 
u(r) 一 IN r.) fi) dV (6.57) 
式 (6.57) 具 有 明显 的 物理 意义 : f(r,) 是 7。 点 处 的 源 强度 ,， G(r, mr) 是 在 r, 点 处 单位 
强度 点 源 的 场 。 所 以 G(r, mm)7(ro) 是 在 r, 点 处 的 强度 为 f Cr ) 的 点 源 的 场 , 将 它 积分 即 可 
得 到 整个 源 Fr) 所 产生 的 场 ， 这 就 是 格林 函数 的 一 般 概念 。 当 然 ,， 如 果 边 界 条 件 是 非 齐 次 


的 , 或 者 方程 含有 时 间 变 量 , 则 情况 就 更 为 复杂 , 但 是 基本 步骤 一 致 ， 这 些 将 在 以 后 逐步 
学 习 。 这 里 我 们 从 三 维 泊 松 方程 的 边 值 问题 开始 讨论 格林 函数 法 。 


6.2.2 泊 松 方程 的 基本 积分 公式 


三 维 泊 松 方程 的 边 值 问题 , 可 用 统一 的 形式 表示 为 
Au=—h(r) (r€ p 
I = g(M) 
其 中 , 区 域 r 的 边界 是 c; g&(CM) 是 区 域 边界 c IL 00 5E PRG a、B 是 不 同时 为 零 的 常数 。 分 
别 对 应 : a0, g750 为 第 一 类 边 值 问题 或 狄 利克 莱 ( 狄 氏 ) 问 题 ; a 了 0, 8—0 为 第 二 类 边 值 
问题 或 诺 依 曼 问题 o0, p40 则 为 第 三 类 边 值 问题 。 
为 了 得 到 以 格林 函数 表示 的 泊 松 方程 的 定 解 问题 ( 式 (6. 58)) 的 积分 表达 式 , 需要 用 到 
以 下 格林 公式 。 
1. 格林 公式 
设 函 数 wx(z，>y，z) 和 vlr, y, DEKR co 上 具有 连续 一 阶 导 数 , 而 在 + 中 具有 连续 
的 二 阶 导数 , 则 由 高 斯 公式 和 散 度 的 公式 得 
[eve d= || v- uvo a= f usvat |] vus vva coo 


此 式 称 为 第 一 格林 公式 。 


(6.58) 


同 理 有 
[ovs do = [| vanae f] vv- v (6. 60) 
将 式 (6. 59) 和 式 (6. 600 4H, 得 
[esos d = [| uav- sa) de (6.61) 
即 š 
[0 2-3) do = [| con — vaw de (6.62) 


称 此 式 为 第 二 格林 公式 , 其 中 3/3n 表示 沿边 界面 o 的 外 法 向 求 导数 。 
2. 泊 松 方程 的 基本 积分 公式 
现在 让 我 们 在 有 界 区 域 = 中 讨论 定 解 问题 ( 式 (6. 58)) 的 解 。 引入 函数 G(M, M), E 
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满足 方程 
AG(M, M) =—è(M—M,) (M € r> (6. 63) 
其 中 , M, 二 Mo(z。，y。，zo) 为 区 域 + 中 的 任意 一 点 , 则 由 8 函数 的 定义 和 上 一 节 格林 函数 
的 一 般 概念 知道 , GM, MS fE M, 点 的 点 源 所 产生 的 场 。 用 函数 G(M，M, ) 乘 方程 
(6. 58) 第 一 式 的 两 边 , 同时 用 函数 uCM) 乘 方程 (6. 63) 的 两 边 , 然后 相 减 得 
G(M, M,)Au(M) — u(M)AG(M, M,) 


= u(MD&M — M,) — G(M, M,)h(M) (6.64) 
将 上 式 两 边 在 区 域 r 中 对 M(z，y，z) 积 分 , 得 
Jes- uAG) dr = [] i-o ác f] ca de (6.65) 
可 以 验证 , 满足 方程 (6. 63) 的 解 为 
GM, Mj) = i (6.66) 


HP, r= V G-z) Oy) Fen) X M 与 M, 点 之 间 的 距离 。 也 就 是 说 ， 
G(M, M,) 以 MCa, y» zx) 为 自 变量 时 以 M, (zx。，y。，z。) 为 奇 点 。 所 以 , 为 了 将 第 二 格林 公 
式 (6. 62) 应 用 于 式 (6.65), 积分 区 域 应 取 + 内 挖 去 以 M。 点 为 中 心 、 以 el(<<1) 为 半径 的 小 
球体 后 的 区 域 r 一 cr， 如 图 6.3 所 示 。 


图 6.3 积分 区 域 示意 
若 记 小 球体 的 界面 为 o,， 在 区 域 r 上 积分 上 式 , 利用 式 (6. 61), 于 是 有 


J [cs MO Qu (M) 2G(M, MO] 4 
a In En 


= [| «oso — Mo — GOM, MAM] de (6.67) 


显然 , 若 能 由 此 式 简 化 整理 得 到 uCM)，, 则 一 定 是 方程 (6. 58) 的 解 。 为 此 , 首先 考察 等 
式 的 右边 , 注意 到 M, 点 不 属于 区 域 * 一 =， 故 


[] emit no as = o (6. 68) 
再 考察 等 式 的 左边 ， 首先 根据 三 维 行 波 解 中 的 平均 值 法 ， 引入 平均 值 定义 
= 1 2g 
us D -二 | PECES id annm D dn (6.69) 


其 中 ,uCM, 已 是 以 M, 为 球 心 ,以 7 为 半径 的 球面 S% Ef an— S3 sino dg dg, 为 立 
体 角 元 。 WJ 
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uM s to) 一 limütr, t) (6. 70) 
Bn 
zm cl. 
uM) = lim PE as (6.71) 
因此 , 在 式 (6. 67) 的 左边 , S e—>0 时 ,有 
[J om, mo a = L a= a TES 


n Ane Ən Ane, 
= uM) = 0 (6.72) 
这 里 用 到 了 式 (6. 66), 并且 确 定 u,(M, ) 是 一 个 有 限量 。 同 理 ， 
23 9 1 
J ŽGM, M) do =-f il) v 
l 
- zal. de = u(M,) (6.73) 
于 是 , M eO 时 ,由 式 (6. 67) 可 得 
[ (622—438) as — «ano =- [| Go, M,RCUD de (6. 74) 


即 
uM) = || Gm, moneo de [ Gm, mo) a as 


-|| uan 26a. M, do (6. 75) 


它 表示 Ax 一 一 A(r) 在 区 域 = 中 任意 点 M, 的 值 可 由 上 述 积分 表示 。 注 意 到 格林 函数 的 
对 称 性 ( 见 例 6. 3) 
G(M, Mj) = G(M,, M) (6.76) 
将 式 (6. 75) 中 用 GCM, , MGE GCM, M,), 并 在 式 中 将 M 和 M, 对 换 (M, 点 的 任意 性 )， 
从 而 得 到 


uM = [| a, Ma drs [ Gm, Mo 2* as, 
À : 7 


- [uo GM, M,) às, (6.77) 
; 9n, 


其 中 , 3/3n 表示 对 M, RF, 而 do, 和 dr, 则 分 别 表示 对 M, 取 面 积 元 和 体积 元 。 

此 式 称 为 泊 松 方程 的 基本 积分 公式 。 显 然 ， 它 的 物理 意义 是 十 分 清楚 的 ， 其 中 右 方 第 
一 个 积分 代表 在 区 域 + 中 体 分 布 源 h(M,) 在 M 点 产生 的 场 的 总 和 ; 而 第 二 和 第 三 个 积分 
则 是 边界 上 的 源 所 产生 的 场 , 这 两 种 影响 都 是 由 同一 格林 函数 给 出 的 , 该 公式 给 出 了 泊 松 
方程 或 拉 普 拉 斯 方程 ( 即 当 A 一 0 时 ) 解 的 积分 表达 式 。 

显然 , 它 还 不 能 直接 用 来 求解 泊 松 方程 或 拉 氏 方程 的 边 值 问题 ， 因 为 公式 中 的 
GCLM，M,) 是 未 知 的 , 且 在 上 式 中 要 求 x|。 和 zx。|。 之 值 要 同时 给 出 , 但 是 , 在 第 一 边 值 问 
题 中 , 只 知道 |。 的 值 , 在 第 二 边 值 问题 中 , 只 知道 |, 的 值 , 在 第 三 类 边 值 问题 中 , 已 知 
的 是 ul。 和 ,|。 的 一 个 线性 关系 值 , 三 类 边界 均 未 同时 分 别 给 出 ul, Mul, 的 值 。 因此 ， 
我 们 还 需要 针对 不 同 边界 条 件 , 通过 适当 引入 格林 函数 所 满足 的 边界 条 件 来 获得 三 类 边 值 
问题 的 解 ， 对 此 作 如 下 具体 讨论 : 
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CD 第 一 类 边界 条 件 ， 因 在 [< DI eju] =gCMD 中 a=0, go, 则 


ul- Be = fo) (6.78) 
显然 , 要 利用 式 (6.77) 求 解 xCM) 值 ， 只 需要 求 CUM，M。 ) 满 足 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ， 即 
GM, M) |, = 0 (6.79) 
此 时 , 式 (6.77) 的 积分 中 , 含 3x/am 的 项 消失 ， 从 而 变 为 
uM = [| Gm, wh dm -|| AM.) ZG, Mo ds (6.80) 
LH . no 


此 式 可 以 直接 用 来 求解 泊 松 方程 或 拉 氏 方程 的 第 一 边 值 问题 。 
由 此 可 见 ， 只 要 从 式 (6. 63) 和 式 (6. 79) 解 出 G(M, Mi), 则 式 (6. 80) 已 全 部 由 已 知 量 
表示 。 我 们 称 由 方程 (6. 63) 和 边界 条 件 (6. 79) 所 构成 的 定 解 问题 为 
AG(M, M) ——&(M—M) (M € r) 
lode M,) |, = 0 
JURO GCM, M,), 是 由 方程 (6. 58) 第 一 式 和 边界 条 件 ( 式 (6.78)) 所 构成 的 狄 利克 莱 问 题 
Au(M) =—h(M) (M€ r) 
u|, = fM) 
的 格林 函数 , 简称 为 狄 氏 格林 函数 ; 而 称 式 (6. 80) 为 狄 氏 积分 公式 , 它 是 狄 氏 问题 ( 式 
(6. 82) ) 的 积分 形式 的 解 。 
(2) 第 二 类 边界 条 件 ， 因 在 [< 3i +u] m CM fh ato, B=0, 则 
3u 
an|, 
从 表面 上 看 ,我 们 似乎 可 以 考虑 利用 上 述 同样 的 办 法 来 处 理 问 题 ， 即 从 形式 上 同样 要 
求 GCUM，M, ) 满 足 第 二 类 齐 次 边界 条 件 


2G 
ən 


(6.81) 


(6.82) 


= lgm (6.83) 


-0 (6. 84) 


即 由 格林 函数 的 定 解 问题 
AGIOM, M) ——à&(M-M) (Meo 
2G (6. 85) 


an|, 7 9 


的 解 得 到 泊 松 方程 第 二 类 边界 条 件 的 定 解 问题 , 即 
AuM ——h(M) (MED 
| 1 (6. 86) 


的 解 为 
u(M) = fem, M,)h(M,) às, ++ oen. M gCOM,) do, (6. 87) 
可 是 , 定 解 问题 ( 式 (6. 85)) 的 解 是 不 存在 的 ， 从 物理 上 看 其 意义 十 分 明显 : 不 妨 把 这 


个 格林 函数 看 成 是 温度 分 布 ,方程 (6. 85) 的 第 一 式 右 边 的 8 函数 表明 在 区 域 r 中 M, 点 有 
一 个 点 热源 。 而 边界 条 件 ( 式 (6. 84)) 表 示 在 边界 上 是 绝热 的 ,由 于 边界 绝热 ， 从 点 源 放出 
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来 的 热量 会 使 体积 + 内 的 温度 不 断 地 升 高 ,而 不 能 达到 稳定 状态 , 所 以 方程 AG(M,，M, ) 一 
一 SCM 一 Mo) 和 边界 条 件 矛 盾 ,， 解 不 存在 。 
显然 , 为 了 解决 这 一 矛盾 ,需要 引入 推广 的 格林 函数 ,更 改 格林 函数 所 满足 的 方程 式 ， 


使 之 与 边界 条 件 式 相 容 ， 例 如 ， 可 以 令 
AGUM, M) ——&M-M)-- (Meo 


PA (6. 88) 


an|, 
其 中 , V, 是 + 的 体积 。 方程 中 右边 添加 的 项 是 均匀 分 布 的 热 汇 密度 ， 这 些 热 汇 的 总 体 恰 好 
吸收 了 点 热源 所 释放 出 的 热量 。 


O 第 三 类 边界 条 件 , 即 在 [a S+] 二 gCMD 中 ,a 和 8 均 不 为 零 ,车 要 求 GCM，M。) 
.满足 第 三 类 齐 次 边界 条 件 ， 即 


=0 


E žem, M, + BG(M, Mo] =o (6.89) 
则 满足 方程 (6. 63) 和 齐 次 边界 条 件 ( 式 (6. 89) ) 的 定 解 问题 ， 即 
AGCM, M) ——&M—M) (M € O) 


6. 90 
[ezccw， M +BG(M, M2] =o $6900 


的 解 称 为 泊 松 方程 第 三 边 值 问题 的 格林 函数 。 
当 用 GM, MORBI [a Seg] =gCMD 的 两 边 ， 用 uCM) 乘 以 式 (6.89) 的 两 边 ,然后 
再 相 减 ， 得 


[co M, 2* — (M) ZG(M, Mo] = 1G(M, M.)g(M) (6.91) 
In E Ex 
代入 式 (6. 77)， 于 是 有 
wap = || GM, Monat às + T 60. Mog do, (6.92) 


可 见 ， 只 要 从 式 (6. 900 PARE G(M, M,), 则 式 (6. 92) 也 已 全 部 由 已 知 量 表示 。 称 式 
(6. 92) 为 由 式 (6. 58) 所 构成 的 第 三 类 边 值 定 解 问题 的 积分 形式 的 解 。 
由 上 面 的 讨论 我 们 可 以 看 到 , 在 各 类 非 齐 次 边界 条 件 下 解 泊 松 方程 , 可 以 先 在 相应 的 
同类 齐 次 边界 条 件 下 解 格林 函数 所 满足 的 方程 ， 然 后 通过 积分 公式 得 到 解 vCM) 。 
格林 函数 的 定 解 问题 ， 其 方程 形式 上 比 泊 松 方程 简单 ,而 且 边 界 条 件 又 是 齐 次 的 , 因 
JC, 相对 来 说 , 求 格林 函数 G 比 求解 x 容易 些 。 不 仅 如 此 ,对 方程 中 不 同 的 非 其 次 项 h(M) 
和 边界 条 件 中 不 同 的 gM), 只 要 属于 同一 类 型 边界 条 件 , 函数 GCM，M,) 都 是 相同 的 。 这 
就 把 解 泊 松 方程 的 边 值 问题 化 为 在 三 种 类 型 边界 条 件 下 求 格林 函数 GCM，M, ) 的 问题 。 
类 似 地 , 还 可 以 得 到 二 维 泊 松 方程 的 各 类 边 值 问题 的 积分 公式 。 如 二 维 泊 松 方程 的 狄 
氏 问 题 
Au=—h(r) (r€ O) 
u |, = fM 
其 中 ，! 为 区 域 v 的 边界 线 。 它 的 积分 形式 的 解 ， 即 二 维 空间 的 狄 氏 积分 公式 为 


(6.93) 
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uCMD - [6«. M,)h(M,) do, - [rano 2 GMM, M,) dl, (6.94) 
, i Im, 


其 中 , GCM，M,) 为 二 维 泊 松 方程 的 犹 氏 格林 函数 ， 即 定 解 问题 
AG(M, M,) =—8M—M,) (M € o) 
eo M,)1,=0 
的 解 。 这 里 M=M(z, y), M, 一 Mi (tos X). 
例 6.3 证 明 格林 函数 的 对 称 性 


(6.95) 


G(M, , M) = G(M,, M) (6.96) 
证 明 在 区 域 r 中 任意 取 两 个 定点 M, FILM, , W| GOM, MDH GM, MO E Jy ge 
rn M) --&M-M) (MED 
: (6.97) 
GM, M) |, =0 (M€ O 
AG(M, M) ——&(M-M) (MED 
(6. 98) 
GM, M) |, =0 (M€ O 


由 第 二 格林 公式 ， 有 
[] ceo MD)AGCOM，M,) — G(M, M) AGIOL, M)] dV 


E E " 
- $ [co M.) 5; G(M, Mj) — GM, M) 3: GM, M] dS=0 (6.99) 


即 
[i GM, M8(M— Mj) dy = [I GOM, MOBM-— M) dV — (6.100) 
y y 


因此 得 到 G(M,, M,)=G(M,, M). 
事实 上 , 从 物理 意义 上 看 , 格林 函数 的 对 称 性 更 是 
显而易见 的 。 即 位 于 M, 处 的 点 源 ,在 一 定 的 边界 条 件 
下 ,在 M, 处 产生 的 场 ， 当然 等 于 位 于 M, 处 同样 强度 的 
点 源 在 相同 的 边界 条 件 下 , 在 M, 处 所 产生 的 场 , 如 图 6. 
4 所 示 。 物理 上 把 格林 函数 的 对 称 性 这 一 重要 的 特性 称 为 
互 易 性 。 
例 6.4 求 拉 普 拉 斯 方程 在 第 一 边 值 条 件 下 解 的 基 
本 积分 公式 。 图 6.4 互 易 性 示意 
解 : 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问 题 为 
ie =0 (Meo 
u |, = fa 
由 泊 松 方程 的 基本 积分 公式 可 见 ， 只 要 令 GM, MOWE 
AG(M, Mj) =—è(M—M,) (M€ r) 
leuc M,) |, = 0 
则 可 得 到 方程 (6. 101) 的 解 为 


u =— || reno Zem, M.) do, (6.103) 


我 们 可 以 看 到 ,只 要 求 得 相应 的 格林 函数 ， 就 可 以 确定 所 求 的 定 解 问题 的 积分 形式 的 


(6. 101) 


(6.102) 
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M, 这 在 实际 中 是 十 分 有 意义 的 , 下 节 我 们 重点 讨论 各 种 条 件 下 的 格林 函数 的 确定 方法 。 


6.3 格林 函数 的 一 般 求法 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 先 讨论 无 界 空 间 的 格林 函数 ， 即 基本 解 。 在 此 基础 上 ， 再 重点 学 
习 格林 函数 求解 的 电 像 法 , 掌握 格林 函数 在 数学 物理 方程 定 解 问题 中 的 应 用 。 


6.3.1 无 界 空间 的 格林 函数 


我 们 把 无 界 空间 的 格林 函数 G 称 为 相应 方程 的 基本 解 ,根据 点 源 函 数 的 定义 , 它 满足 

的 方程 是 
AG(M, M,) =— 8(M— M,) (6.104) 

其 中 , 对 于 三 维 问题 , 80M M) —8Gr— t, y— Y> 272): 对 于 二 维 问题 , ;SO(M 一 Mo,) 一 
Slr to yy). PR, 它 是 一 个 含有 6 函数 的 非 齐 次 方程 , 具有 奇异 性 ,分别 作 如 下 
讨论 。 

1. 三 维 泊 松 方程 的 基本 解 

对 于 三 维 泊 松 方程 Au 二 一 h(r) (rE rt), 相应 的 格林 函数 满足 方程 


AG =—8(M— Mo) =— 8(z— to» Y— Yor 2— zo) (6. 105) 
我 们 来 求解 满足 上 方程 的 格林 函数 ， 
首先 选择 球 坐 标 系 (r, 9, gp), 并 将 源 点 M, 作为 坐标 系 的 原点 。 注 意 到 : 
-12(53G 1 2([.49G 1 3G 

46 = $ 3, ar) * vr asp so [9 28) * rai ag ny 

由 于 区 域 是 无 界 的 , 点 源 产生 的 场 应 该 与 方向 无 关 , 则 G 只 是 ~ 的 函数 ， 即 
ag-i$(r 28)- ac» (6. 107) 

ror ər 


其 中 , r= KG n) dQ-»)-G-zn))-zicycz,.HXM5M,Azlilttig Br. 
根据 8 函数 的 定义 ， 当 7250 (ME MORE, HEG. 107) nj 4639 


123(52G). 
2C 2:)-9 (6. 108) 
其 一 般 解 为 
G=-—c, leo (6. 109) 
不 失 一 般 性 , $ C,—0, 得 
G=—c,1 (6.110) 


Tr 


当 r=0 时 ,对 方程 (6. 107) 以 原点 为 球 心 , e 为 半径 的 小 球体 r, 内 作 积分 
[I AG dz dy dz = [| Kr—xsy-$z-m:)drdyde——1 (6.11 
从 而 
lim[] AG dz dy dz ——1 (6.112) 
lm]. 
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由 散 度 定 理 
S. Vu av =$ Vudo (uc 的 边界 面 ) 

可 得 

|| 4e dz dy dz -[. 98 az dy 
所 以 
将 式 (6. 110) 的 结果 代入 上 式 得 

limf"f'c, i + ë sing d9 dp ——1 
由 此 得 
1 
p 
至 此 , 我 们 得 到 了 三 维 无 界 空间 的 格林 函数 ， 即 三 维 泊 松 方程 的 基本 解 


Lo 
G(M, Mj) = de 


G =- 


2. 二 维 泊 松 方程 的 基本 解 


(6. 113) 


(6.114) 


(6. 115) 


(6. 116) 


(6. 117) 


(6. 118) 


类 似 地 , 我们 也 可 以 得 到 二 维 泊 松 方程 Ax= 一 h(r) (rEo) 对 应 的 格林 函数 满足 


AG =— 8(z— xe y— y) 


(6.119) 


采用 极 坐标 ， 并 将 坐标 原点 放 在 源 点 M, Cto wD E, Rl r= Gr FG»). 


与 三 维 问题 一 样 , G 只 是 r 的 函数 ,于 是 方程 (6. 119) 在 极 坐标 系 下 可 以 简化 为 


ELI 时 , 由 式 (6. 120) 可 得 
G=C lnr 


H r—0 时 ， 对 方程 (6. 119) 以 原点 为 中 心 ,e 为 半径 的 小 圆 内 作 面 积分 , 得 


Í AG dz dy -[ E= s y= y Rp 
从 而 | 
tim AG dy = 
同时 ,注意 到 二 维 情况 下 的 散 度 定理 为 
人 > *VYuds =$ Vudi (1 为 的 边界 ) 
JE u KRG 得 
f.v - VGds = sc ds =$ ve ET 
又 由 式 (6. 121) 可 得 


linh VG di = limf 8 


ï= lim(C, (e im)- 2xC, =— 


(6.120) 


(6.121) 


(6.122) 


(6.123) 


(6.124) 


(6.125) 


(6.126) 
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所 以 


ë 一 一 站 (6. 127) 


于 是 二 维 无 界 空间 的 格林 函数 , 即 二 维 泊 松 方程 的 基本 解 为 
G=} n} (6. 128) 
2. y 


6.3.2. 一 般 边 值 问题 的 格林 函数 


现在 来 考虑 三 维 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问题 


Au(M) =—h(M) (M 
I ; ED (6.129) 


u|, = fan 
相应 的 格林 函数 满足 定 解 问题 
d M)--&M-M) (M€ r) 
(6.130) 
G(M, M.) |, = 0 


不 难看 到 ， 利 用 这 个 格林 函数 , 按照 式 (6. 80) 可 以 得 到 定 解 问题 ( 式 (6. 129)) 的 解 u, 
因此 , 现在 的 关键 就 是 求 得 满足 式 (6. 130) 的 格林 函数 。 可 以 尝试 利用 自由 空间 泊 松 方程 
的 基本 解 和 边 值 问题 格林 函数 的 关系 来 确定 这 个 格林 函数 。 

上 一 节 中 我 们 已 经 求 出 基本 解 , 很 明显 , 它 满足 式 (6. 130) 中 的 方程 , 但 不 满足 边界 条 
ft, 所 以 不 能 作为 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 。 为 此 , 我 们 作 如 下 考虑 ,首先 把 泊 
松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 分 为 两 部 分 ， 即 

GM, M.) = G,(M, M) + G, (M, M.) (6.131) 
其 中 , G, 为 自由 空间 泊 松 方程 的 基本 解 , 满足 aG,(M, M,)=—8(M—M,), 但 不 满足 边 
界 条 件 。 相 应 地 , 把 式 (6. 131) 代 入 式 (6. 130) 可 以 得 到 G, 满足 定 解 问题 
AG(M, M) =0 (Meo 
lee M.) |, =—G,(M, M.) |, 

这 样 一 来 , 就 将 边界 条 件 下 求解 G 的 非 齐 次 方程 的 问题 化 为 边界 条 件 下 求解 G, 的 齐 
次 方程 的 问题 。G, 我 们 已 经 求 出 , 而 G, 的 定 解 问题 往往 针对 特殊 的 边界 条 件 可 以 通过 某 
些 特殊 的 方法 ， 如 电 像 法 、 本 征 函数 展开 法 等 来 求解 ， 从 而 得 到 泊 松 方程 边 值 问题 的 解 。 

具体 来 说 ， 对 于 三 维 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问题 ( 狄 氏 问题 ) 的 格林 函数 满足 


GO, M) = -L +G, (6.133) 
Tar 


(6. 132) 


称 此 为 三 维 狄 氏 格 林 函 数 。 其 中 r= aar) FIT X) Hae) 为 M 5 M, 点 之 间 
的 距离 。 而 G, 满足 


AG, —0 (MED 
(6. 134) 


G l=- l. 
xr 
类 似 地 , 对 于 二 维 泊 松 方程 的 狄 氏 问 题 的 格林 函数 满足 
G(M, Mj) = E Ind 6, (6. 135) 


称 此 为 二 维 狄 氏 格林 函数 。r 一 Gr) E Gr x0 X M 5 M, 点 之 间 的 距离 。 而 G 
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满足 


AG —0 (MEo) 
(6. 136) 


Gl =n l, 

由 上 述 求解 过 程 不 难看 到 , 狄 氏 格林 函数 所 具有 的 物理 意义 。 如 图 6. 5 所 示 , 设 a 为 
空间 接地 导体 这 ,其 中 M, 点 处 放置 点 电荷 6。, 由 静电 学 知 , 这 内 任 一 点 M 的 电势 由 两 部 
分 组 成 ,一 部 分 是 点 电荷 6 在 M 点 的 电势 1/4xr; 另 一 部 分 是 边界 “ 面 上 感应 的 负电 荷 所 


产生 的 电位 G,，, 它 一 定 满足 方程 
[AG =0 (MED 


N A: | ý (6. 137) 
le l. = dard 


也 就 是 说 狄 氏 格林 函数 G— JL +G, 恰好 就 是 面 内 任意 一 点 (不 包括 M, 点 ) 的 电势 。 这 
就 是 狄 氏 格林 函数 的 物理 意义 。 


图 6.5 狄 氏 格林 函数 的 物理 意义 示意 
至 此 , 求解 泊 松 方程 的 狄 氏 格林 函数 问题 可 以 转化 为 求解 G, 的 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 氏 
问题 。 EFG 的 求解 ,显然 可 以 直接 采用 分 离 变 量 ( 本 征 函数 展开 法 ) 求 得 , 但 是 这 样 得 到 
的 解 往往 是 无 穷 级 数 , 我 们 更 倾向 于 利用 电 像 法 求 得 有 限 形式 的 解 。 


6.3.3 BRŽ 


由 狄 氏 格林 函数 的 物理 意义 知道 , 狄 氏 格林 函数 包括 两 项 , 其 一 是 基本 解 , 它 是 位 于 
M, 点 处 的 点 电荷 在 M 处 的 场 , 这 是 已 知 的 , 关键 是 第 二 部 分 即 边界 o 面 上 感应 电荷 所 
产生 的 场 , 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 并 且 在 a。 上 的 场 值 与 M。 点 处 的 真实 点 源 在 。 上 的 场 值 
大 小 相等 , 符号 相反 ,相互 抵消 ， 从 而 保证 定 解 问题 ( 式 (6. 134)) 或 者 式 (6. 136) 成 立 。 那 
么 对 应 于 这 两 个 定 解 问题 , 可 以 把 G, 看 成 是 一 个 在 真实 点 源 所 处 空间 以 外 的 等 效 虚 点 电 
荷 源 产生 的 ,把 这 个 虚 点 源 称 为 位 于 M, 点 的 真实 点 源 的 镜像 ， 只 要 能 够 恰当 地 确定 作为 
镜像 的 点 源 的 位 置 和 大 小 , 就 可 以 得 到 C,， 从 而 得 到 所 求 的 格林 函数 G, 这 种 求解 G 的 方 
ik. 称 为 电 像 法 。 以 下 我 们 通过 具体 实例 说 明 电 像 法 的 应 用 。 

1. 球 域 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 

设 定 解 问题 的 区 域 是 一 个 以 原点 为 中 心 , 以 a 为 半径 的 球体 ,边界 是 球面 ， 即 求解 球 
的 狄 氏 问题 
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=0 <a) 
E pu (6.138) 


ul, = fM 
方程 为 齐 次 的 泊 松 方程 ( 拉 普 拉 斯 方程 );， 由 第 一 边 值 问题 的 基本 积分 公式 , 得 定 解 问 
题 的 解 为 


uC(M) =- [| fo E GM, M.) de, (6.139) 
; o 


其 中 , o 为 球面 , 相应 地 ， 狄 氏 格林 函数 G 满足 定 解 问题 


AG ——8(M— M,) 
(6. 140) 


Gl. =0 
显然 , 求解 出 G 就 可 以 得 到 zx。 进而 引入 定义 
GO M) = -L_+G, (6.141) 
xr 
JU G, 满足 
AG,—0 (<a 
1 (6.142) 
G; |... par = e. 


由 式 (6. 141) 表 示 的 G 的 物理 意义 可 知 , 只 要 求 出 感应 电荷 所 对 应 的 电位 G, 即 可 求 出 
G. 因此 , 我 们 根据 物理 学 知识 , 结合 定 解 问题 ( 式 (6. 142))， 采 用 镜像 法 求解 G,。 首 先 在 
M, 点 沿 矢 径 关 于 球面 的 对 称 点 ( 称 为 像 点) 处 放置 一 个 一 g 电荷 ， 由 于 它 在 球 外 ， 它 对 球 内 
电势 的 贡献 必然 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 因此 ,只 要 适当 选择 其 大 小 , 使 它 对 边界 上 的 电势 贡 
献 恰 好 等 于 M, 点 的 点 电荷 6。 对 边界 电势 的 贡献 ,这 样 的 话 , 这 个 一 g 电荷 的 作用 与 感应 
电荷 所 对 应 的 电位 G, 完全 等 效 ， 从 而 可 以 由 点 电荷 的 电势 公式 确定 出 G, 的 大 小 ,问题 得 
到 解决 , 这 就 是 电 像 法 求 格林 函数 的 思路 。 
为 此 ,如 图 6. 6 所 示 , 4 OM, =m, OM — p, MM, = r, 延长 OM, 至 M, 点 处 , 记 
OM, =p, MM, =r, HWE o * o =a, BD 
e. 


£ 
a p 


(6. 143) 


图 6.6 球 域 的 电 像 法 
把 M, 称 为 M, WRA. BR, 当 M 在 球面 op 二 a 上 时 , AOM,M— AOMM, , MUR 


r... (6.144) 


从 而 有 


第 6 章 格林 函数 法 — 203 — 


1.2/5 (6. 145) 
= 


即 
(6. 146) 


| 


由 式 (6. 146) 可 以 看 出 ， 只 要 在 M, 点 放置 一 负电 荷 一 eoa/p。， 则 它 在 球 内 任意 一 点 M 
( 除 M, 外 ) 处 所 产生 的 电位 为 一 双全， 并 且 在 球面 上 满足 式 (6. 146)。 即 有 


(-28)-: 
4: 
m (6.147) 
zA ji Le 
ART | pme tarr, | ,~ 

对 比 式 (6. 142) , 可 得 

G, =— e (6.148) 

Tar, 


这 里 ， 在 球 外 M, 点 放置 的 负电 荷 一 esa/A 为 球 内 M, 点 放置 的 正点 电荷 6。 的 电 像 ， 而 称 
这 种 在 像 点 放置 一 虚构 的 点 电荷 来 等 效 地 代替 导体 面 或 界面 上 感应 电荷 的 方法 称 为 电 
像 法 。 

因而 , 球 的 犹 氏 格林 函数 为 


G= -2a (6. 149) 
inr dan 


一 旦 格林 函数 求 得 , RAISAT ELE 25 00 9 ER TR EE PEA IS [n] BEI RE CR C6. 1390). 
引入 球 坐 标 , 不 妨 令 


M, = M; (p> po» 0.) 
{ S MR (6. 150) 
M = Mp. p, 0) 
那么 由 余弦 定理 得 
r= /Z TA lip, cosy (6.151) 


7 
ri = Vo + o — pp, cosy = , [p + (°) 一 2 e cosy (6.152) 


ONE 
其 中 , y 为 矢量 OM。 和 OM 的 夹 角 , 由 式 (6.151) 有 p cosy E 一 ,所 以 


g-ia qos 
首先 ,我 们 讨论 等 式 右 边 的 第 一 部 分 ， 即 
2(1)- 2( 1 )-- p 一 po cosy - 
ap\r ap V +p — 2ppo cosy C + p; — 2pp, cosy)? 
二 一 
zo 2p w. (6.154) 
PES Zpr 
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所 以 
3(1 = — a — r 
ES >) NS (6.158) 
同 理 , 对 于 等 式 右 边 的 第 二 部 分 , 也 有 
a re 
sa -piriz ad È ÉTÉ 6.156) 
pe ap Will... Po — ari Po za(2) Zar* i 
Ps 
因此 
aG| _ ire~a—r aj 1p-d 
Ən|,- = 去 [ Zar Zar? J] ina r (51500 
由 格林 函数 的 对 称 性 ,得 
2G _ 3G -l -ë 
Ez Sa 7 Nk rt (6.158) 


其 中 , r= Vp Fa! —2pa cosy. AA GR. 139) , 得 球 域 泊 松 方程 的 狄 氏 问题 的 解 为 


ETE mr Estar. 
up, 0, g) if Jr, O GE acepta. si, dide, 
i 
2a a —g i 
zf. i fr eO CER Ca eaput sih dhdp (8.159) 
其 中 , cosy 7 —— — n 2 == cos, cosg 十 sinb sin cos(g 一 go)。 式 (6. 159) 称 为 球 的 泊 松 积分 
公式 。 
对 此 作 以 下 几 点 讨论 : 
COD 球 心 的 场 (电势 ), 因为 有 r= 二 0, 9 二 pg 二 0, 所 以 cosy=cosh, HAC. 159)44 


E. 
uC 0, 0) 一直 | /C0,, wy sing do, dg, (6.160) 
Tale Jo 


(2) 若 f(0,, o) = u (等 势 面 )， 当 o 为 极 轴 上 任意 一 点 时 , 则 9 二 0, p=0, cosy— 
cosó, 。 这 时 ， 由 式 (6. 159) 得 等 势 面 为 
ulp, 0, 0) = ala = 2 e 2 uo sind, dó, dg, 


"Eg — Bap cosi) 
= meli EA C DG + — Zap cos)” Ji 
Pho. e 
= sae. 二 2 一 2p) - (6.16) 
a -pg 


(3) 对 于 球 外 (o>a) 的 泊 松 方程 , 第 一 边 值 问题 的 泊 松 积分 公式 应 该 为 
= 
wo 0.9 = z f f. oo ETE cem sin dide, (6.162) 


这 是 因为 球 内 和 球 外 法 向 导数 只 相差 一 个 负 号 , 这 里 的 p>a。 
2. 圆 域 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 
类 似 地 , 可 以 求 得 圆 域 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 。 即 求解 定 解 问题 
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(一 ay 一 %) («o 
Dr ne T Ea (6.163) 


由 式 (6. 135) 可 知 


1 


GIO, M) = L. In 1 +G, (6.164) 
ary 


其 中 , r= 二 Vz 一 To) 十 (y 一 yo)*， 而 G, 满足 
AG, —0 (p<a) 
. 165 
| » --dai I (6.165) 
同样 , 利用 电 像 法 求解 G,。 如 图 6.7 所 示 , 设 区 域 是 以 原点 为 中 心 , 以 为 半径 的 接 
地 圆 域 ( 实 际 上 可 以 看 成 是 以 a 为 半径 , 无 限 长 圆柱 的 横 截面 ), 令 OM, =p, M, 点 为 圆 内 
点 源 的 位 置 ( 放 置 线 电荷 密度 为 6。 的 与 圆柱 轴线 平行 的 无 限 长 导线 ), OM — o. MM, =r #E 

K OM, M, 点 处 , iBOM, =p, MM, —r,. Bi 

tpa (6. 166) 


WI) M, 点 为 M, 点 的 电 像 点 。 


图 6.7 圆 域 的 电 像 法 
显然 , 当 M Elli p—a Lit, 有 人 OM, MO AOMM, , 故 仍 有 
Lap (6. 167) 
F 


Bp 
(6. 168) 


由 此 时 可 以 看 出 , 只 要 在 圆 外 M, 点 放置 一 个 恰当 的 负电 荷 ， 则 它 对 球 内 M 点 电势 的 
贡献 满足 (因为 这 个 电荷 放 在 球 外 ) : 


(6.169) 


对 比 式 (6.165), 可 得 
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G, =— 1 i (6.170) 
2 
JA TG BUB 3k RB 638 2; 
GO, M) =} ml- d jg ZI — l pen (6.17) 
š 2, 0 ap dn. A sgr 


那么 , 反 过 来 问 , 这 里 在 M, 放置 的 电荷 电量 是 多 少 呢 ? 我 们 知道 ,如果 在 M, 点 放置 
电量 为 一 e 的 电荷 (实际 应 该 是 线 电荷 密度 为 一 e 的 无 限 长 平行 于 圆柱 轴线 的 线 电流 )， 则 


它 对 p<a 的 球 内 电势 页 献 为 一 去 In +C, 因此 有 


as at E dai 
[ E In ^C] somma ly]. (6.172) 
注意 到 当 =a nf, HLA, RA Esta 
C=- + m£ (6.173) 
2x "o, 
所 以 
LO ud d'a Ol.9&8| L2 ol,ul 
[ PLE. zx] 一半 | 一 一 于 中 二 | Gage 


与 式 (6. 168) 比较， 可 知 圆 外 M, 点 放置 的 负电 荷 电量 为 一 eo 。 
同样 ， 只 要 得 到 圆 域 泊 松 方程 的 狄 氏 格林 函数 ， 就 可 以 进一步 获得 圆 域 泊 松 方程 狄 氏 
问题 


ic (p= Va y <a dns 
uli. = f) 
的 积分 形式 的 解 为 
af Sy 
uo 7 E fen 2 TEE ez tn (6.176) 
称 此 为 圆 的 泊 松 积分 公式 。 


3. 半空 间 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 
在 半空 间 z>0 上 求解 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 ， 即 求解 定 解 问题 


G =— (M — M, 0 
É èl bD (20 (6.177) 
Gl, = 0 
DS ARiECRRE GOL. MO 1-6, WG 满足 
AG =0 (0 
MES (6.178) 
Gi lazo =— z+ N 


ARG, 首先 , 在 20 的 上 半空 间 中 的 M, (zx。，y。，z。) 点 放置 一 正点 电荷 e。, 它 在 
2720 的 空间 内 的 任 一 点 M 的 电势 为 


G, = — (6.179) 
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HH, r= Gu T (yy) F aT) e 
如 图 6. 8 所 示 , 对 于 z=0 平面 , 在 与 M,(zx。，y。，z。) 相 对 应 的 对 称 点 Mi (zo, Yo» 
一 %) 放 置 一 电量 为 一 e。 的 负 点 电荷 , 它 在 z=>>0 的 空间 的 任 一 点 M 的 电势 为 
1 


GR (6. 180) 


3UBSrn—V/G- zn) FO y 十 (z 十 z。)”。 显然 , 这 个 镜像 点 电荷 满足 条 件 


(6.181) 


ET 


图 6.8 半空 间 的 电 像 法 
对 比 式 (6. 178) ABl , G, 三 一 1/(4xr;), 因此 , 半空 间 泊 松 方程 狄 氏 问题 的 格林 函数 为 


i a 
GM, M.) 4rr Anr 


4. 半 平面 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 
半 平 面 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 满足 定 解 问题 


(6. 182) 


AG = 一 8z 一 zy 一 %) Q0 
É dae iss PO NT (6.183) 
Gl, = 0 
4 GM, M) 73- In LG, , Jp r= KG FG y, M G, WE 
(6. 184) 


s =0 (y>0) 


G, 1, =— In} 


ix "rl. 
利用 电 像 法 求解 G,。 如 图 6.9 所 示 , 在 上 半 平 面 y2>0 中 M, Gr, yor zo) RUE IE 
点 电荷 e， 它 在 2770 的 空间 的 任 一 点 M 的 电势 为 
1 


=- 工 ln 工 
G, ——g- la = (6. 185) 


其 中 , r= Ga t GT y) e fE M Gy XT y=0 的 对 称 点 M, (zi， 一 y) 处 放置 
一 电量 为 一 ee 的 负 点 电荷 ， 它 在 y0 的 平面 中 任 一 点 M 的 电势 为 
G, 一直 llc (6. 186) 
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图 6.9 半 平 面 的 电 像 法 


其 中 , n Gc GE». AKERA E 


-—lql 


dado 
[-z mic] S ar (6. 187) 
所 以 C=0( 因 为 y=0 时 一 )。 进 而 可 以 得 到 G, 一 一 去 In Lf 
' 
二 二 二 
a(-z. z)-* 
(6. 188) 
Dp s Ta 
2x r| 2x rl, 
Mi EEG 8 EL E EG RAK RRO 
-Aqb-lqali-luhü 
G= Zr In P ns In 5 ix In T (6. 189) 


通过 以 上 例题 , 我 们 可 以 总 结 一 下 利用 电 像 法 求解 泊 松 方程 第 一 边 值 问 题 的 格林 函数 
WPR: 
(1) 确定 区 域内 M, 放置 有 电荷 十 e。 时 对 应 于 区 域 边界 的 像 点 的 位 置 。 


iG 4L | Goto G1, — nt) (二 维 ) 确 定 镜像 点 电荷 的 大 小 和 正 
负 ,从 而 确定 G 

(3) 把 G 代入 G- i6, 3k G— d- In +G, WEARDE E B DO RE ERU 

HB DUREE EE CIL ACIE TRO HIDE HR EC ERECTA 
Hr B hts 0 P URS o im E). 


Anr 


6.3.4 电 像 法 和 格林 函数 的 应 用 


例 6.5 求 1/4 平 面 (z>0，y>0) 上 的 格林 函数 G, 它 满足 定 解 问题 
AG= 8(z—z)8(y—y) (z>0,y>0 
ls |.- =G |,-, = 0 
解 : 格林 函数 可 表示 为 


(6. 190) 
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GI, M) = L In 1 +G, (6.191) 
2x r 


其 中 , r= Gaz) + G-») , WG, 满足 
G, 一 0 (20,0 


(6. 192) 


z= 


如 图 6. 10 所 示 , CI A E e 于 Mo Cros y) 8, 它 在 M(z，y) 点 处 的 电位 为 
à Inl, 设 M Cons y), MG, 738 M,C— z,, —3)4 8 M, 关于 y 轴 、z 轴 和 
FRENIS ANNEER xc —e 和 十 6。 N i -MM 点 上 的 点 电荷 在 M 点 


产生 的 电位 分 别 为 一 AIC g, ^ n IK nt 。 通 过 观察 , 它们 的 和 满足 式 (6. 192), 
所 以 

`> I Loc 1 1 1 1 nr; 

G ——g Lg nmn = (6. 193) 


因此 1/4 平面 上 的 格林 函数 为 
pay [Cz 十 了 + (y — ya)” JLG — z)° + Gy + 0] (6.19) 
Ax [Gr — x)! - G — x) ][(z+ x) + G1 f 


GM, M) = 


图 6.10 1/4 平 面 的 电 像 法 
例 6.6 求解 半 无 界 空间 的 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 


t. (220) (6.195) 
u lemo = fi y) ! 
解 : 由 式 (6. 人 人生 人 和 
1 
GO, M) = EA (6.196) 
由 泊 松 方程 第 一 边 值 问 题 的 解 的 基本 积分 公式 ( 式 (6. 80)), 得 
uM) =- || fm 3 GM, M.) do, (6.197) 


Rh, 3 一 一 区 (因为 z—0 面 的 外 法 线 方向 与 Oc 轴 相 反 )。 有 
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3G =- 
am |a ~o 9zo |-。 
—G-2) 
1 |[G— 2)! + (y— »)» + (z —z)' T^ 
An z+z 
| [G-2z)0 +G x) * GT z^ 1|. 
= z (6. 198) 


Px [z — z, + (y — y) + Z 
所 以 半 无 界 空间 的 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 的 解 为 


a ad ui zf (zo, Yo) 
«D -uG » 5 =f S, CERES epay imi» 


(6. 199) 
916.7 在 *>0 fj as [8] ERAR k y A 31 B J 00 6 3k 63k G, BD 
AG EG =— 8G — x) — yo)dlz — zo) 
解 : 设 在 M。(z。，y。，z。) 放 置 一 个 点 电荷 e。， 由 物理 学 知 它 在 20 的 半空 间 上 的 电 
势 为 


(6. 200) 


G, = SRC ir) (6.201) 


Anr 
其 中 , r= 二 Vz 一 xo) Hy y) 十 (z 一 zx) , G, 满足 式 (6. 200) 中 的 第 一 个 方程 。 
依据 电 像 法 ,因为 此 时 感应 点 电荷 一 e。( 电 像 源 ) 放 在 M, Cros yor — z), 与 M, 关于 
z—0 平面 对 称 ,， 所 以 它 在 空间 270 中 的 电势 为 


G, =— PF ikr) (6. 202) 
1 nr, ? 


其 中 , r = G7 x GT») Gau). BR G 满足 


AG, - EG, = 0 

k: |, = esp i) (6.203) 
eT um des 
因此 ，z>0 HEE |a] E X 183 2k Jy EE it) Ak S HR PRO 
GM, M,) = EXPC- ikr) expC ikr) (6. 204) 
dui Anr dar, d 

916.8 求 下 列 边 值 问题 : š 

bu = fiz, y) (6. 208) 


ulz, 0) = g(z) 

解 : 用 格林 函数 法 求解 。 已 知 半 平 面 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 为 
G(M, M) = 去 hm 二 一 去 nt 
à 


Y 


=- q In[(z — z) + (y— 3] d Inl 2 + G0] 
z Tr 


(6. 206) 
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RIAI GE y> 内 是 调和 的 , 且 在 y—0 上 有 G—0, 又 因为 


2G 2G ay. 1 
Ən ly Bo ly, -0 x (z— z) Fy (6.200) 
于 是 由 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 (6. 94)， 得 


= po - aG 
ulz, y) -f [fes WG, ys z» sdzdy, -f7 p03 


、 G ad G-a Oty) 
=-=) |. feo» lero ETE VELO 


dz, 


"E 


x[ £99 a 6. 208) 
-x Ga py ^ €: 


因此 , 5& C6. 208) 即 为 所 求 。 


6.4 格林 函数 的 其 他 求法 


除了 利用 电 像 法 求解 格林 函数 以 外 ,对 于 边 值 问题 的 格林 函数 , 我们 还 可 以 利用 本 征 
函数 展开 法 等 其 他 方法 求解 ,本 节 对 此 作 一 讨论 。 


6.4.1 本 征 函 数 展开 法 求解 边 值 问 题 的 格林 函数 


现 以 求解 狄 氏 问题 的 格林 函数 
AGCM, Mj) --36(M, M) ——8(M-M) (M € r) 
(6. 209) 
lé l,20 
为 例 来 讨论 这 种 本 征 函数 展开 法 。 
首先 , 可 设 方程 (6. 209) 对 应 的 本 征 值 问题 为 
|a tO 6 (Meo PTS 


91,70 
设 上 本 征 值 问题 的 全 部 本 征 值 和 相应 的 归 一 化 本 征 函数 族 分 别 是 {4,} 和 {y,《M)}， 即 
Pasa TAQ4,0(UD—0 (M€ r) 


h 1, = 0 


(6.211) 


而 且 
[rons M dr = &,, (6.212) 


这 里 如 (MER 如 (M) HO E SE PRÉC HR GM, M, ) 在 区 域 * 上 展开 为 本 征 函 数 族 
(9, CM) } 的 广义 傅 里 叶 级 数 为 


GM, M.) = >C,#, (M) (6.213) 
为 定 出 系数 C,， 将 式 (6. 213) 代 入 式 (6. 209) H, 并 注意 到 式 (6. 211), 可 得 
一 3A... (M) --A9]C, 9, (M) =— 8(M — M,) (6.214) 


itaas 用 9; (M) 乘 上 式 两 端 , 然后 在 区 域 = 上 积分 , 并 利用 式 (6. 212), 可 得 
C. = LL won (6.218) 
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代 人 式 (6. 213) , 可 得 格林 函数 为 
GM, M) = 3 ilg 00600 (6.216) 


显然 , 它 满足 齐 次 边界 条 件 GI —0. 

如 果 格林 函数 GCM，M, ) 的 齐 次 边界 条 件 是 第 二 类 的 或 第 三 类 的 , 这 时 可 以 类 似 地 求 
得 G， 只 不 过 本 征 函数 也 满足 相应 的 齐 次 边界 条 件 。 

例 6.9 求解 一 维 有 界 区 域 上 的 格林 函数 GCz，zo) 


£ 
Jes ripe: z) =—àə(z—z) (0<zr<D) 22 
G lamo = G |,-, = 0 
其 中 ,1 天 mr/L(n 一 1，2，…) 。 
解 : 由 于 与 式 (6. 217) 对 应 的 本 征 值 问题 为 
TM (0 —r—D 
tipo Le (6.218) 
则 它 的 本 征 值 和 归 一 化 的 本 征 函数 分 别 是 
: 
二 (nm 
k= (2) Gi —1,2, =) 
n=l, 2, (6.219) 
p(z) = NES E 
所 以 , 利用 式 (6. 216), 可 得 
GM, M) = Y] — = sin TE sin Rt (6.220) 


7 
"qu 
816.10. 求 泊 松 方程 在 矩形 区 域 0<z<a, 0 rb 内 的 狄 氏 问题 的 格林 函数 。 
解 : 其 格林 函数 的 定 解 问题 为 


ie M,) =— òlr — z,)8(y — y) 
Gl, = G la-a = G|, Gl. =0 n 
显然 , 它 的 定 解 问题 为 
TI Mj) + AG(M, M,) —— 8(xz — x,)8C(y — yo) 
Gl - Gl. - Glo - Gl -0 (6. 222) 
取 4=0 的 特例 。 而 与 定 解 问题 ( 式 (6. 222)) 相 应 的 本 征 值 问题 为 
e y) AG, y) 一 0 (3333 
Plamo = pl = lyo mela = 0 
它 的 本 征 值 和 归 一 化 的 本 征 函 数 分 别 是 : 
i 
A= (Ft) +a 
(6.224) 


d. y) = e sinia sing y 


其 中 , uu m mzx/a; p, —nx/b; m, n=1, 2, =, 
ERE A—02£A., MARR. 216) 得 
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SA 4 sing,r, sing,yo sing,z sing,y 
GM, M) = — a THIS DUM AY (6. 225) 
中 >, ab PPS 


6.4.2 Th RRB 8k ER 3 


前 面 讨论 的 是 稳定 场 问 题 的 格林 函数 , 那么 对 于 波动 和 输 运 这 类 含有 时 间 的 问题 , 又 
该 如 何 利用 格林 函数 方法 求解 ? 本 节 以 波动 方程 为 例 , 介绍 含 时 间 的 格林 函数 ,说明 这 类 
问题 解 的 积分 表达 。 

我 们 知道 ， 有 界 空间 V( 其 边界 为 三) 内 的 一 般 的 强迫 振动 的 定 解 问题 可 以 描述 为 

u, —a@ Au = fir, t) (r€ V) 
(arem) 
u |, 2, = eG» u, lis = D 

其 中 ， Ar, D. pr), GOORUAOM, 0) 均 是 已 知 函 数 。 

在 前 面 的 学 习 中 我 们 已 经 知道 , 持续 作用 的 力 fer, 2 可 以 看 成 是 一 系列 前 后 相继 的 
瞬时 力 ( 脉 冲力 )f(r,r)8(t 一 7) 的 全 加 ,因此 , 可 以 把 持续 作用 的 连续 分 布 力 f(r, ORA 
是 一 系列 脉冲 点 力 的 全 加 ， 即 

flrit) = e. DIG — r)8G— r) dr,dr (6.227) 
这 里 把 脉冲 点 力 引 起 的 振动 记 做 G(r, ti ros to), 称 之 为 波动 问题 的 格林 函数 。 显 然 它 是 
含 时 间 的 格林 函数 ,， 一旦 求 得 G, 就 可 以 用 释 加 的 方法 求 出 任意 力 f(r, 2) 引 起 的 振动 。 根 


据 以 上 分 析 ，G 所 满足 的 定 解 问题 应 该 是 
G, —a'AG = &r— r8 — t) 
($8 --86)| =o (6. 228) 
š 
Gl, = 0, G, |, = 0 
我 们 可 以 用 类 似 于 求解 泊 松 方程 的 方法 求解 定 解 问题 ( 式 (6. 226)) 的 解 的 积分 表达 ， 
这 里 首先 需要 注意 含 时 间 的 格林 函数 的 对 称 性 不 同 于 泊 松 方程 格林 函数 的 对 称 性 ， 即 
GG, tin b) = GO 一 F, — D (6.229) 
上 式 利用 格林 函数 满足 的 方程 和 第 二 格林 公式 容易 证 明 , 可 以 看 出 , 时间 变 量 不 能 像 空间 
变量 那样 简单 对 调 , 因此 , 我 们 首先 将 定 解 问题 ( 式 (6. 226)) 中 的 r+、i 换 成 r。、t。， 则 


Wi Cos ta) — à Aoulros to) = flro, ta) 


=h(M, t) (ME€.3) (6. 226) 
z 


Əu(r,, to) 
(e ERA + putr, 4) 


= h(M,, to) (6.230) 
E 


ulro, to) |。-。 = ga. u Cros to) lie = 4G) 

将 G 的 定 解 问题 中 7 与 r, 互 换 ， 同 时 将 t、z DIRA t, 并 利用 式 (6. 229) 可 得 
G, (F> ts Fo» t) — a^ AsG(r, tš Fos to) = 8(r—r)8G — t) 
(,289 5 559 Lose, en， «| =o (6.231) 

On, z 


GG. ti Fos to) lio 一 0， G, (r, ir 8) |。-。 一 0 
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用 G(r, t; ros 加) 乘 以 式 (6. 230) 第 一 式 , 减 去 Cr, t RARE. 231) 第 一 式 , 再 对 7 在 
区 间 V 上 积分 , 同时 对 在 [0, t 十 e] 上 积分 , 并 利用 第 二 格林 公式 和 初始 条 件 (方程 
《6. 230) 和 (6. 231) 的 第 三 式 ), 可 得 


[f [P «ou... — us, v.a, — 2 || f" Casu ao avsar 


t Lnd 
-Jf GC, t rs t) für t) avia, — [| f udr — r,)8Ct— ta) dV, dt, 


(6. 232) 
其 中 , e>0， 积 分 后 取 e—>0, 引入 e 是 为 了 使 含 8(: 一 bm) 的 积分 值 确定 (积分 区 间 包 含 :一 加 
时 刻 )， 于 是 可 得 
e 
ulr, t) 一 J. GCF, ti Fas to) f(r,, to) dV,dt, 


- [S Ge, — 6, Vedi +a |] f Gau- nas eo avas 


(6. 233) 
右边 第 二 个 积分 中 Gu, —uG,, —d(Gu, —uG, )/dt, , 因此 可 完成 对 t HRI, <t 
时 , G=0, G, —0, 可 以 得 到 


wer D = |], f GCs ts ros 1d fms no avas 
+ |J, cu, UM „Vataf f (o GREE —u 9G) asa 


(6.234) 
对 于 不 同类 型 的 边界 条 件 ， 可 令 G 满足 相应 的 齐 次 边界 条 件 ， 从 而 得 到 适合 于 不 同 边界 条 
件 的 并 且 是 用 G 表示 的 解 的 积分 形式 。 


对 于 输 运 问题 : 
u —atAu = fir t) (r€ V) 
(eZ +a)| —hM.D (Meo (6. 235) 
z 
u lio = e 


类 似 上 面 的 讨论 可 以 得 到 其 解 的 积分 形式 为 
utr 0 = [I | GC, n rs i) FCs» t) Vadis 


+i, xdv. «el (c — u$) dudn (6.236) 


显然 , 只 要 找到 式 (6. AUNT DONARAN: Asc 2 以 
下 通过 几 个 例题 来 说 明 冲 量 法 求 含 时 格林 函数 的 方法 以 及 格林 函数 在 求解 波动 问题 和 输 运 
问题 中 的 应 用 。 
例 6.11 求解 一 维 无 界 空间 的 受 迫 振动 问题 ， 即 
t — au, = f(z, t) 


ull, = Os ull = 0 


(6. 237) 


解 : 这 个 问题 的 格林 函数 G 满足 定 解 问题 
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—a'G, = &(z —&)80—2) 
Ja aG, = Òl —&)8( — To (5.238) 


Glo, = 0, G, |, = 0 
按照 冲 量 原理 方法 ，G 的 定 解 问题 可 以 转化 为 
G,—aG, —0 
i las = 0, G, lero = 8(2—8 
这 个 问题 的 解 由 达 朗 贝尔 公式 给 出 ,只 是 其 中 的 :在 这 里 应 换 为 1 一 r, 则 


1 pe 


GG, ti Dg LaL, 8 — 0 de 


i (€< <xz—aG—=) BE z=+aG—r) <E) 


(6.239) 


(6.240 
d G-aG-0 «E raa) È 


由 式 (6. 234) 可 得 u 的 解 为 
ulz, t) =Í 
96.12. 求解 以 下 定 解 问题 : 


u, 


"o (me 


Are, r) de dr (6. 241) 


mod rae) 2a 
u — a'u, = A cos T sinwt 
Os u, lom = 0 


s te lemo = 0 


(6. 242) 


[um 


u | =。 一 
解 : 因 格林 函数 G 满足 
Gu —a'G, = az — PU — 1) 
G, las =o, G, h = 0 (6.243) 
G la = 0, G, lmg = 0 
所 以 按照 冲 量 原理 方法 ,这 个 问题 可 以 转化 为 
G, —dG, =0 
G, lsmo = 0, G, |,-, = 0 (6.244) 
G limno = 0, G, ls = 8-8 
利用 分 离 变 量 法 ， 可 求 得 
GG. & 7) = reo + L sin AUTO cos 2 cos HTE (6. 245) 


把 式 (6. 245) 代 人 式 (6. 234), 得 
utes 0 = [f fee GG ts e o dede 


í 
= 4f [a 94 cos TÉ sinue de dr 


_24u1 naaf’ x6 nné f š in nzaC — c) 
7 24s S |, cos TT cos “Š de]. sinor sin TEGE dr 


对 & 的 积分 等 于 0, 除非 n—1. 对 于 n=1, 这 个 积分 等 于 !/2。 于 是 
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u(z, D = A cos El singe sin 22€ — 2. ac 
za T) EXE 
LA 1 VOR au - 
maa — Gan ° sin T£ — 7 sinwt ) cos 5 (6. 246) 


$06.13. 求解 一 维 无 界 空间 的 有 源 输 运 问题 


Ad i 
É au, = f(x, t) us 
ul, = 0 
解 : 格林 函数 G 满足 定 解 问题 
É —a'G, = l£ — 8G — r) 
(6.248) 
G lo = 0 
这 个 问题 可 以 转化 为 
t —aG, = 0 
(6.249) 
Gl... = 86c—8 


这 个 定 解 问题 的 解 可 以 利用 上 一 章 的 传 里 叶 积分 变换 法 ， 得 到 无 界 空间 输 运 问题 的 格林 函 


数 为 
es | as 


; = SR] b= = 
GG t 6 D =f aC, 0 


1 sp 
= (6. 250) 
avra o “ 


从 而 由 式 (6. 236) 可 得 输 运 问题 的 解 为 
ulz, t) = Eae olam n] d£ dr (6.251) 
总 之 ,上述 方法 中 关键 是 利用 了 瞬时 力 的 冲 量 等 于 速度 的 增 量 这 一 冲 量 原理 ， 因 此 被 
称 为 冲 量 法 。 


6.5 本 章 小 结 
1. 6 函数 的 定义 与 性 质 
定义 : 
0 (Gam) p 
EM iis) f sen) dr=1 
主要 性 质 : 


D | fGn&G de = f) 
(2) Kz—z) = BG, — 2) 
c» [^ AF Ea) dz =— fa) 


w go] = $ RD 
SUE GI 
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G) &z—2) = ÈH — x) 
© [J^ sanam- M av= fan 


2. 格林 公式 
第 一 格林 公式 : 


Jove- do = |] vau a+ [| vo Vu dr 


[à 38) as = Dav sau) dr 
3. ARDRE Aum — hr) HERRAR 
«(MD = [[ GM, M,)h(M,) dz, +e, M) 2* ds, 
: f , 


第 二 格林 公式 : 


-fumo 2 GM, Mj) da, 
" no 
其 中 , 格林 函数 GCM，M, ) 满 足 
AGM, M) =—8(M—M,) (M € p) 
4. 泊 松 方程 的 边 值 问题 


(1) 第 一 类 边 值 问题 
Au(M) =—h(M) (M € r) 


ul, = fM) 
狄 氏 格林 函数 
AG(M, M) = 一 SOM 一 M) (Meo 
eem M) |, = 0 
其 解 为 


“aD = [|| GoM, MAM) dm - [reo Zem, MO as, 


(2) 第 二 类 边 值 问题 
M 一 一 ACM) (CME rr) 


= lg(M) 


Inl, 


需要 引入 推广 的 格林 函数 
AGUM, M) = 一 5COM 一 MD) 一 站 (MED 


aG 
n 


= 0 


其 解 为 
1 
um = || a. Mosen dr, + 1 em, Me™) às, 


(3) 第 三 类 边 值 问题 
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Au = 一 Ar) Geo 
fei] = gOMD 
In apnd 


格林 函数 满足 
AG(M, M) = (M—M,) (MED 
EET M,)+8GM, M] =o 
其 解 为 
uM = || Gm, Monat dro + Hem, M,)g(M,) da, 
: aJ. 
5. 格林 函数 的 求解 
COD 自由 空间 的 格林 函数 ( 泊 松 方程 的 基本 解 ) 
AGM, Mj) =— 8(M— M) 
ECT 
i 
GM, M) = ii 
Zi: 
E NPR A 
ntm 
(2) 对 于 三 维 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问 题 ( 狄 氏 问题 ) 格 林 函 数 满足 
AGM, M) ——8&M—M) (M € p) 
lone M.) |, = 0 
其 中 


sale 
G(M, M) = +G 
n =0 (Meo 


1 
G, l, ——dmw|. 


称 为 三 维 狄 氏 格林 函数 。 
对 于 二 维 泊 松 方程 的 狄 氏 问题 的 格林 函数 满足 
AG = 一 8(M 一 M) (M€o 
{eizo 
其 中 


称 为 二 维 狄 氏 格林 函数 。 
(3) 电 像 法 求解 泊 松 方程 的 格林 函数 G. 
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球 的 狄 氏 格林 函数 : 
四 
0 
圆 域 的 狄 氏 格林 函数 : 
vd 1-1 alo _ 1 , pn 
GM MORS UU eT pr sp Tas ro 
半空 间 的 犹 氏 格林 函数 : 
1 1 
GM, M) = Loi 
半 平 面 的 狄 氏 格林 函数 : 
s ka up k t g S 
Gmm R s ia 
3 Hi 6 


6.1 试 证 8(z) 的 傅 里 叶 积分 表示 式 为 
ak ou 
da= Ef eta) 
6.2 用 8 函数 表示 傅 里 叶 变 换 Fle], 其 中 a 为 常数 。 
答案 : Fle ]—2xn8(a—0) 


6.3 计算 积分 
D f. eco dz €» | tanza) dzs 
p ] 
， 
(3) NE w f sinzà' (z-- 1) dz。 


ER: D 1000 (3) 一 1; (4) —cos ++ 


6.4 利用 8 函数 求 : (1) F[cosaz]; (2) F[sinaz]。 
答案 : OD x[8(w 一 a) 十 8(o 十 a)]; (2) in[8GCo--a) —8(0—a)]. 
6.5 利用 健 里 叶 变 换 法 和 8 函数 的 性 质 求解 定 解 问题 
u =u, (° <z<c, t>0 
从 0) — cosz 


[I "T 
6.6 HARA I= | cosar cosir dz (a7 0, b» 0). 
Š 


&.1—50(—5 
6.7 求解 圆 域 的 定 解 问题 


fami =r y <a 
ul, = fO) 
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2 


ET af 
ER: Uo D = f fo PFP ta oap wy A 
6.8 求解 边 值 问题 
Au= f(x, y) (一 co<z<coyy>0) 
xz 一 eG) 
-»4u[ os. 
ER: ulz, y) 2 LIP 


Pre (z— n) + (y— x)! 
MN G EG EAE z dy 
6.9 一 个 半径 为 R 的 均 质 球 , 球 内 温度 已 达到 稳定 分 布 ,， 且 球面 的 下 半 部 分 保持 零 
BE, 而 球面 的 上 半 部 分 保持 50C, 求 球 心 处 的 温度 。 
答案 : 定 解 问题 为 
Au=0 (p<R) 
so (0<0< i) 
u ln = 
° (eres) 
u(0, 0, g) —25'C 
6.10 ”利用 格林 函数 法 求解 下 列 定 解 问题 
u, — a us = sinwt 
u, lues m u, |— = 0 


ul. =0 


答案 : (1 一 coswt) 
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前 面 几 章 主 要 讨论 了 求解 数学 物理 方程 的 行 波 解 、 分 离 变 量 法 、 积 分 变换 法 和 格林 函 
数 法 ,它们 的 适用 范围 比较 广 。 本 章 再 介绍 几 种 求解 数理 方程 的 其 他 方法 ， 包括 延 拓 法 、 
保 角 变换 法 、 积 分 方程 法 和 变 分 法 等 ， 以 便于 掌握 不 同 的 求解 技巧 和 方法 。 


7.1 # 拓 法 


在 积分 变换 法 中 , 我 们 已 经 看 到 ,对 空间 变量 进行 传 里 叶 变 换 时 ,函数 必须 是 在 整个 
〈 一 “2， 十 ce) 区 间 上 定义 的 ， 如果 函 数 只 在 [0, 十 oo) 上 有 定义 ,就 必须 对 函数 进行 适当 的 
HEM, 在 (一 c，0) 上 补充 定义 ， 以 满足 傅 里 叶 积分 变换 的 要 求 。 这 种 根据 定 解 问题 的 性 质 
补充 拓展 定义 以 适应 问题 的 求解 的 方法 称 为 延 拓 法 。 以 下 我 们 再 通过 具体 实例 说 明 这 种 方 
法 的 应 用 。 


7.1.1 半 无 界 杆 的 热传导 问题 


对 于 一 个 细 杆 的 热传导 问题 ， 当 所 考虑 的 杆 的 一 个 端点 很 远 时 ， 就 可 以 略 去 这 一 端的 
影响 ， 把 这 根 杆 看 做 是 半 无 界 的 。 对 于 一 个 半 无 界 的 杆 , 如 果 保 持 杆 的 一 端 温度 为 零 , 初 
始 时 杆 的 温度 分 布 函数 为 P(z)， 则 这 个 杆 的 温度 分 布 的 定 解 问题 可 以 表述 为 

EPI TED (0 € z « oo) 

u(0, D —0 

ulz, 0) = glz) 
注意 初始 条 件 中 的 P(z) 只 在 0<z<<ce 内 有 意义 ,如果 是 无 界 一 维 热传导 问题 , 我 们 就 分 
别 可 以 采用 健 里 叶 积 分 变换 或 者 格林 函数 法 来 求解 , 因此 , 我 们 采用 所 谓 延 拓 法 来 解 此 问 
题 , 即将 初始 函数 延 拓 到 一 eo<x<0 的 区 间 上 。 这 相当 于 把 半 无 界 杆 设 想 为 无 界 杆 的 z 宇 0 
部 分 , 但 保持 中 点 z 一 0 处 u(0, 0 —0, 因而 无 限 长 杆 的 初始 温度 分 布 必须 是 奇 函 数 。 这 样 
就 把 半 无 界 问题 转化 为 温度 为 零 的 无 界 问题 , 即 


2 
2 一 0 (œ< r<) 
E 


(7.1) 


eG Gz0 Md 


-g z) G«0 
仿照 6. 4. 2 节 含 时 间 的 格林 函数 解 的 应 用 , 可 知 无 界 一 维 无 源 热传导 问题 的 解 为 


ur. t) 一 E u(&, 0)G(z, Ẹ; t) d£ (0.3) 


u(z, 0) 一 | 
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其 中 
Logig (.4) 


e 
Zav/nt. 


Gic. & t) = 


因此 , 原 问题 的 解 为 
ula, D = [ uc, GG. 8 D dé 


= [ec 666. 6 0 at [ eG, 6 0 ae 
- [ree, & D—GG, —& D]p(6) de 


- L [e ec ua 7.5) 
NN e pO de (7. 


7.1.2 有 界 弦 的 自由 振动 


利用 延 拓 法 也 可 以 解 有 界 区 域 的 定 解 问题 , 为 简单 起 见 , 我 们 考虑 两 端 固定 , 长 为 / 
的 弦 的 自由 振动 , 这 个 问题 的 方程 及 定 解 条 件 为 


2 
ra omo (0 —z—D 


u(0, t) —u(, D —0 
ulz, 0) = glz), uj Gr, 0) = JG) 
将 PDM OEKO, 站 之 外 延 拓 为 周期 是 20 的 奇 函数 ， 例 如 将 它 展 成 2! 为 周期 
的 正弦 函数 p.(z) 和 y.(z)，, 它们 分 别 满足 条 件 : 
GAT) ——gCo3, 4G)-—4C2 
Hem — eG 2D, 4G) — 4G 2D 
9, GOV RII p Go) fe — oor oo PAARE SE XC MERE << 上 就 是 p(z) 和 a), 于 是 我 
们 将 问题 可 转化 为 


(7.6) 


(7.7) 


E 
ulz, 0) = eG» u Gr, 0) = e Gr) 
根据 达 朗 贝尔 公式 , 它 的 解 为 
uz D = lp ra e aD] ofc az (7.9) 
容易 验证 这 个 解 满足 定 解 问题 ( 式 (7. 6)) 中 的 边界 条 件 (0, 0 —u(, 0 —0, 
例 7.1 应 用 延 拓 法 解 定 解 问题 
ua ERE (0<zr<il,t>0) 


: : 
Zu aluo (Coro, (0) 
Er (1.8) 


u0, D — 0,0 —0 G 


ulz, 0) = AzG((— z), u,(z, 0) = 0 
解 : 首先 将 P(z) 一 Az(! 一 z) 延 拓 成 以 21 为 周期 的 奇 函 数 ， 即 将 p(z) 展 成 以 21 为 周 
期 的 正弦 函数 
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Ar(— z) = Dj, sin "7 (7.11) 
= 
因此 容易 求 出 傅 里 叶 系数 
" 
b = 4f Aza- sin PEE dz 
8AL 
= a 《mn 为 奇数 ) (7.12) 
0 (n 为 偶数 ) 
于 是 
8Af’ < NOI 
&G) = 78 » Gi sin 7 (7.13) 
4G) = 0 (7.14) 
将 式 (7.13) 和 (7. 14) 代 和 人 到 式 (7.9) 中 , 得 
ule, D = Figle Hat) + pz— ot)] 
_ AAP | < 1 SOR — DaG at) |. (2k— DzG — at) 
E 位 G [sin ; 十 sin ]l 
M 
8AL 1 (2k — Drz os 206 — Drat (7.15) 


= — ys sin 


- £ (2k—1 k T 
可 以 验证 这 个 解 与 用 分 离 变量 法 得 到 的 结果 完全 一 致 


7.2 保 角 变 换 法 


电学 、 光 学 、 流 体力 学 和 弹性 力学 中 的 很 多 实际 问题 , 都 可 以 归结 为 求解 平面 场 的 拉 
普 拉 斯 方程 或 泊 松 方程 的 边 值 问题 , 而 这 些 边 值 问 题 中 的 边界 形状 通常 十 分 复杂 ,我 们 可 
以 设法 先 将 它 转化 为 简单 形状 边界 的 边 值 问 题 , 然后 求解 。 本 节 所 介绍 的 保 角 变换 法 就 是 
按照 这 种 思路 求解 问题 的 有 效 方法 。 


7.2.1 单 叶 解析 函数 与 保 角 变 换 的 定义 


首先 我 们 介绍 单 叶 解析 函数 的 概念 。 从 几何 概念 上 来 说 , 复 变 函数 w= F(z) 是 将 = P 
面 上 的 点 集 D 对 应 到 ww 平面 上 的 点 集 G 的 变换 (或 映射 ), 但 是 我 们 感 兴趣 的 只 是 = 与 w 
构成 一 一 对 应 的 变换 (或 映射 ) 。 

对 于 单 值 解析 函数 记 一 7(z)， 按 照 其 定义 ， 对 于 每 个 = 只 有 一 个 世 与 它 对 应 , 反之 不 
一 定 成 立 ( 例 如 单 值 解析 函数 o = 就 是 一 例 )。 若 要 构成 双向 单 值 解析 函数 , 则 = 与 ww 构 
成 一 一 对 应 的 关系 。 换 句 话说, 要 从 变换 w=utiv= f) HRH EDERREI fl y fE 
为 w 和 wv 的 单 值 函数 。 根据 高 等 数学 的 知识 , 允许 上 面 这 样 做 的 条 件 是 该 变换 的 雅 可 比 行 
列 式 不 等 于 零 , HB 


3u Iu 
uU 9x Iy 
IJ 0 (7.16 
(s: 5) am 3v ka 2 
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另 一 方面 , 由 于 w— f GOES, 所 以 w 和 必须 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 。 因 此 条 件 
(7. 16) 可 改写 成 


PN 
Ten ds (3) + (82) = 


2 


一 | f(z) |*= 0 
(7.17) 


3u L 95 


RET: 


于 是 , 可 以 得 到 以 下 定理 : 

定理 1 若 /(z) 是 D 上 的 单 值 解析 函数 , H. f'(z)Z0(z=€ D), WER w= fE 
域 D 上 构成 一 一 对 应 的 变换 (或 映射 ), 并 称 该 变换 为 D 域 上 的 单 叶 变换 ,函数 w= f(z) 
为 DD 域 上 的 单 叶 解 析 函 数 。 

下 面 我 们 进一步 来 研究 这 种 单 叶 变换 的 特点 。 图 7.1 中 , 设 平面 上 的 原 像 曲线 C 经 
单 叶 变换 也 一 F(z) 变 成 记 平 面 上 的 变 像 曲 线 Ds 在 C 上 的 无 穷 小 弦 长 为 Az, 则 在 Az 上 的 
变 像 为 Aw, 分 别 记 为 


Az —|Az|e* 
(7.18) 
Aw —| Aw | e* 
» ET v "TE 
Ar Aw, 
s 
D 
6 ° 
of * oi X 
图 7.1 原 像 曲线 与 变 像 曲线 示意 
于 是 
" = lim UL Jim wie» 
f'G) = lim 7 — lim | A |° (7.19) 
显然 
lim || - fol (7.20) 
ars | Az u 
和 
lim(g—6) = argf (z) (1.21) 
Se 
| awl=| f(z) lH Ael (7.22) 
argAw = argAz + argf (z) (1.23) 


由 于 f A0, AARIS ORAM arg f OFE, HR Az 趋 于 零 的 方式 无 关 。 
因此 , 由 等 式 (7. 22) 和 (7. 23) 得 到 单 叶 解析 函数 ww 二 f(z) 变 换 (或 映射 ) 的 特点 如 下 : 

1) 伸缩 率 不 变 

在 变换 下 , 任何 过 <o, (= f C00 BUE HR HALE w 处 的 无 穷 小 弦 长 ,与 其 过 点 z 的 原 
像 曲线 在 z, 处 的 无 穷 小 弦 长 之 比 的 极限 ,不管 曲线 的 方向 如 何 , 都 等 于 | C) | 。 换 句 话 
说 , 一 切 过 z, 点 的 曲线 的 无 穷 小 弦 长 都 被 放大 (或 缩小 ) 了 | 了 (z。)| 倍 , 可知 无 穷 小 面积 就 


第 7 章 数学 物理 方程 的 其 他 解法 — 225 — 


被 放大 (或 缩小 ) 了 | f Cu l? 倍 。 这 正 是 高 等 数学 中 定义 的 面积 变换 因子 雅 可 比 行列 式 
u,v 
(Emi. 


2) 旋转 角 的 大 小 及 方向 不 变 
一 切 过 z, 点 的 曲线 , 经 变换 后 其 切线 朝 同 一 方向 旋转 同一 角度 arg / CO , Db 很 容 


易 推 论 : 曲线 的 夹 角 在 变换 下 必须 保持 大 小 和 方向 两 者 都 不 变 , 如 图 7.2 所 示 。 


图 7.2 旋转 角 变 换 不 变 示意 

定义 这 种 具有 以 上 两 个 特点 的 解析 函数 w 二 f(z) 的 变换 为 保 角 变 换 。 若 在 z, 点 具有 
上 述 两 个 特性 , Rio FC fe z, 点 处 是 保 角 的 ; 车 在 D 域内 的 每 一 点 都 是 保 角 的 , 则 称 
10 f GE D 域 上 的 保 角 变 换 (第 一 类 保 角 变换 ) 。 如 果 是 具有 伸缩 率 不 变 、 保持 夹 角 的 绝 
对 值 不 变 而 转向 相反 的 变换 ,如 w= 就 是 一 例 ， 称 为 第 二 类 保 角 变 换 。 

由 于 单 叶 解析 函数 w= F(z) 的 变换 也 具有 上 述 两 个 特性 ， 因 此 可 以 推论 , 在 区 域 D 上 
的 单 叶 解析 函数 w= Fz) 所 作 的 变换 一 定 是 第 一 类 保 角 变换 。 

分 式 线性 变换 是 最 常用 的 保 角 变换 之 一 ， 其 形式 为 


_ — arb 
w= fo = d (7.24) 
RH, a, b, c, d 是 复 常数 。 一般 要 求 
a b 
|= -uo (7.25) 
c d 


否则 w 的 分 子 与 分 母 成 比例 , 结果 wo 成 了 与 > 无关 的 一 个 常数 , 因而 整个 < 平面 就 被 变换 
(或 映射 ) 成 ww 平面 内 的 同一 点 ， 这 是 我 们 不 希望 的 。 所 以 今后 我 们 限于 讨论 ad 一 bc 去 0 的 
情形 。 

在 式 (7. 24) 中 , 若 c>0, WJ 


_ a 
w= fe) = —a tC (7.26) 
式 中 ， 
A= ead 
E 
B=2 (7.27) 
c 
a 


# c=0, W| 
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w= f(z) = Az+ B (7. 28) 
式 中 , A=a/d, B=6/d。 
由 此 可 见 ， 分 式 线性 变换 是 平移 变换 、 线 性 变换 和 倒数 变换 这 三 种 基本 保 角 变换 的 复 
R, 所 以 它 应 保持 这 三 个 基本 变换 的 共同 特性 。 
D 保 角 性 。 
(2) RAH. 
(3) 保 对 称 性 。 


(4) 保 交 比 性 。 
特性 (4) 的 用 处 是 很 大 的 。 若 已 知 扩大 < 平面 上 三 个 不 同 点 z,、zs。、zs 以 及 其 像 点 w 、 


ws、ws， 则 根据 特性 (4) 这 个 线性 变换 就 可 以 被 唯一 地 确定 。 


7.2.2 拉 普 拉 斯 方程 的 解 


保 角 变 换 之 所 以 受 人 重视 ， 主 要 是 因为 拉 普 拉 斯 方程 的 解 在 经 过 一 个 保 角 变换 后 仍然 


是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， 即 : 
定理 3 在 单 叶 解析 函数 的 变换 ( 保 角 变换 ) 下 , 拉 普 拉 斯 方程 式 仍然 变 为 拉 普 拉 斯 方程 。 
证 明 设 w=f(z) 二 u(x,y) 十 iv(z,y) 是 一 单 叶 解 析 函 数 , B p(x，y) 满 足 拉 普 拉 斯 


方程 
"E 
29429—9 (1.29) 
2y 


在 变换 w— f(z) F, pr, PER u 5j v 的 一 个 函数 , 于 是 


3g — 39 Iu | 99 2v 
9z Jur 3v az 30 


及 


ap _ 2g du | ap 2v 
35 Tac 2)/ 3o 3y (7.31) 


再 对 式 (7. 30) C. IDRE, WEATER AA, MEREM, 有 
ap gp 23g(9'u,9'uy, 2'gr(2uy , (2uY 
S454 S) EG) + (55) ] 
3'g [du 3v |, Iu 9 3g[2 v , 9'v 
MEET 35 5,) HER 32) 
Fef (2v. L /9ə1° 
+e) + (2) ] (7.32) 
由 于 w=u 十 iv 是 解析 函数 ,所 以 其 实 部 u 与 虚 部 v 分 别 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 且 满足 
柯 西 - 黎 曼 条 件 ， 此 外 ， 再 利用 导数 f(z) 的 表达 式 , 于 是 得 


žge | (e Že) 
*92-1 fo l(2292$)-0 (1.33) 
因为 w 二 f(z) 是 单 叶 解 析 函 数 , BEA f Go 50, 则 

ap | ap 一 

$403 -o0 (1.34) 


Hl g(x， J 在 变换 成 pCu, 切 后 ,仍然 满 足 拉 普 拉 斯 方程。 
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同 理 可 证 , 在 单 叶 解析 函数 w— F(z) 变 换 下 , 泊 松 方程 


Ca y) (7.35) 
aris 
仍然 变 为 泊 松 方程 
NOS 
24499 ——p (u, v) (7.36) 
ut T ad 
式 中 
p* (u, v) =| f'G) |!o(z, y) (7.37) 


由 上 式 可 知 , 在 保 角 变 换 下 ， 泊 松 方程 中 的 电荷 密度 从 p(x，y) 变 为 p (u, v) 
17(z)1 一 ,这 是 因为 变换 后 的 面积 微 元 被 放大 (或 缩小 ) 了 | 矿 (z) l 倍 ; 另 一 方面 , 根据 电 
荷 守恒 定律 ,总 电量 不 受 变换 影响 ,于 是 电荷 密度 才 有 上 述 变化 。 

同 理 也 可 证 明 , KiE kh 

ap ao， p o 
as tay tP = 0 (7.38) 


Toe Je MINE a ZW 2k y RE 


ox 
$E LO lp=0 (7.39) 


但 方程 要 比 原先 复杂 , p 前 的 系数 有 可 能 不 是 常数 。 

例 7.2 两 块 无 穷 大 导体 板 相交 成 直角 ,电势 为 V。, 求 直 角 区 域内 的 电场 分 布 解 。 

解 : 由 对 称 性 可 知 , 垂直 于 导体 板 交 线 的 任意 平面 上 电场 都 相同 ， 因 而 可 以 取 一 个 这 
样 的 平面 求解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 


2024 - 0 (1.40) 
的 边 值 问 题 
9|..,—70l,4, = V, (7.41) 
利用 变换 
w-z (7.42) 
将 所 讨论 的 直角 形 区 域 映射 成 w 的 上 半 平 面 , 见 图 7. 3。 边 值 问题 成 为 
Ea 2 
b =o (7.43) 
@ |,—, = V, (1.44) 
由 对 称 性 可 见 , 解 与 无关 , 因而 有 
ËS o, @= Av+V, (1.45) 


等 势 面 是 "一 常数 ， 而 电场 线 是 x 一 常数 。 回 到 z 平面 就 成 为 图 7. 3 上 的 实 线 和 虚线 。 
例 7.3 两 块 无 穷 大 平板 平 放 在 一 起 , 连接 处 绝缘 。 两 板 的 电势 分 别 为 V, 和 V,, 求 板 


外 的 电场 分 布 。 
解 : 由 图 7. 4 可 见 , 利用 分 式 线性 变换 可 以 将 问题 转化 为 w 平面 上 的 两 无 穷 大 平行 板 


之 间 的 电场 分 布 。 容 易 得 到 
Qi o) = D Yee v, (7.46) 
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[2] 


图 7.3 直角 区 域内 的 电场 分 布 与 变换 
(a) 电场 分 布 ;(b) 坐标 变换 图 


回 到 z 平面 上 ,可 以 得 到 


e= V: = argz + V, (7.47) 


这 是 经 过 原点 的 半 直 线 (图 7.4 中 的 实 线 )。 电 场 线 是 和 这 一 直线 族 垂 直 的 曲线 族 ， 即 以 原 
点 为 中 心 的 半圆 ， 如 图 7.4 中 的 虚线 。 


图 7.4 平板 外 电场 分 布 与 变换 
(a) 电场 分 布 ; (b) 坐标 变换 图 


7.3 积分 方程 的 迭代 解法 


积分 方程 是 研究 数学 其 他 学 科 和 各 种 物理 问题 的 一 个 重要 数学 工具 。 它 在 弹性 介质 理 
论 和 流体 力学 中 应 用 很 广 , 也 常见 于 电磁 场 理 论 中 。 本 节 将 介绍 求解 积分 方程 的 理论 和 一 
般 方法 。 
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7.3.1. 积分 方程 的 几 种 分 类 
在 方程 中 , 若 未 知 函数 在 积分 号 下 出 现 ， 则 称 这 种 方程 为 积分 方程 。 一 般 的 线性 积分 
方程 可 写 为 如 下 的 形式 : 
haga) —af Kc, 3g) dy = f(z) (7.48) 


其 中 , AOM f(z) 是 已 知 函 数 , g(x) 是 未 知 函 数 , 4 是 常数 因子 (经 常 起 一 个 本 征 值 的 作 
J), 而 K(x，y) 被 称 为 积分 方程 的 核 , 也 是 已 知 函数 。 在 式 (7. 48) 中 , 若 h(z)=0, WA 


xc, DE) dy = f(a) (7.49) 
POSSE ACIEM CFredholm)Jr fz, 
3PhG)-1, 则 有 
gD — af Ker, Way dy = fa) (1. 50) 


BIOS 98 — 38 08 30 01877 E, ANR, 24 yr 时 , Ke, y)=0, 在 这 种 情况 下 , 积分 上 
限 为 x， 即 式 (7. 49) RISK C7. 50) 变 为 


[ke DEO) dy = f(z) (7.51) 


r -Af KG. yey) dy = fa (7.82) 


分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 的 伏特 拉 (Volterra) 方 程 。 
积分 方程 也 可 采用 算 符 的 形式 来 表示 。 即 式 (7. 48) 可 写 为 
(一 MD)gCz) = f(z) (1.53) 
其 中 , 为 积分 算 符 , 它 表示 用 核 相 乘 并 对 y 从 a 到 的 积分 。 将 积分 方程 写成 这 种 形式 ， 
易于 与 含有 矩阵 和 微分 算 符 的 算 符 方程 相 比较 。 
以 上 各 方程 中 , # {(zx) 三 0， 则 称 为 齐 次 方程 。 


7.3.2 选 代 解法 
求解 积分 方程 
gla) = f(z) tafka, »&) dy (7.54) 
的 一 个 直接 方法 就 是 迭代 法 , 我 们 首先 取 近 似 
gla) ~ fGz) (1.55) 
作为 零 级 近似 将 此 式 代入 方程 (7. 54) 右 边 的 积分 中 , 便 得 到 第 一 级 近似 
mG) = foo +à | KG. f) dy (1.56) 


再 将 一 级 近似 代入 式 (7. 54) 的 右边 ， 便 得 到 二 级 近似 
g. (z) = f(x) +4| Kz, DIED) ataf dy š dy K(z, y)K(y, yf 
(7.57) 
AGER. 得 级 数 
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gw = fG + 222 | KG 9 fG0 dy (1.58) 
其 中 ， 
K, (z, y) = KG y) 
, (0-1, 2, =) (1.59) 
ke > = (Kc DK, dy 
被 称 为 诺 依 曼 级 数 或 积分 方程 的 诺 依 曼 解 。 
可 以 证 明 ,如 果 核 K(z，y) 和 f(z) 在 区 间 aere yet 上 连续 , 对 于 足够 小 的 A， 该 级 
数 解 将 收敛 。 
例 7.4 求解 描述 粒子 运动 的 可 定 方程 
-Ë Ae(r) HVO) = Ep) (T. 60) 


其 中 ,9(r) 表 示 粒 子 的 波 函数 ， 第 一 项 表示 粒子 的 动能 , 6 为 约克 普 朗 克 常数 ,， V(r) 表示 
作用 势 , E 表示 系统 的 总 能 量 , 它 可 表示 为 


2: 
g- 5k (7.61) 
2m 
解 : 方程 又 可 写 为 

Aplr) 十 她 g(r) = vio) (7.62) 

此 方程 具有 边界 条 件 

" 

P) li. — ent f, p) S— (1.63) 


此 式 第 一 项 表示 入 射 粒子 的 平面 波 , 第 二 项 表示 入 射 粒子 与 V(r) 的 作用 而 散射 的 粒子 的 
PRI. kK —2mE/R Ck 为 波 矢量 ,|k| =k), TJ, 由 格林 函数 法 知 交 姆 替 效 方程 (7. 63) 
的 格林 函数 为 


klor! 


Gir, r) = 一 上 上 Te 一 (7.64) 
Ax |r—r | 
这 样 , 我 们 可 以 将 散射 问题 转变 为 积分 方程 
gi) = etr — n im Í dr - TYC Jor’) (7.65) 


其 中 第 一 KERRRC HARE PATI UPEAEC 解 可 以 写 为 诺 依 曼 级 数 式 
(7.59)。 由 式 (7. 59) 的 第 一 级 迭代 ,， 即 取 p GO — 6*7, 我 们 可 以 得 到 一 个 非常 重要 的 结 
R, 被 称 做 玻 恩 (Born) 近 似 , Bl 


as ear — _m j eel y 
e= e n [a 8 vabe CT. 66) 
记 作 
"e 
eO zs |= ve ye” ar (7.67) 
继续 迭代 得 
2 kirrl ikir- 


x =m _e m 
eo = | za) Dey OO Deo ^ dr dr (7. 68) 
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于 是 解 可 表示 为 级 数 
P = e, (r) tg eg d (1. 69) 


这 个 级 数 解 当 V(r) 较 小 时 ， 便 能 很 快 收敛 。 
7.4 变 分 法 


7.4.1 泛 函 和 泛 函 的 极 值 


1. 泛 函 的 定义 
先 来 看 一 个 简单 的 例子 。 设 C 为 在 区 间 [a, 5]J 上 满足 条 件 
3(a) 一 c， yb) =d (7.70) 
的 一 切 可 微 函 数 >(z) 的 集合 。 每 一 个 这 样 的 函数 都 对 应 着 zy 平面 上 由 P, (a, c) #| P, Gb, d) 
的 一 根 光滑 曲线 > 一 >(z)， 如 图 7. 5 所 示 。 FH L 表示 这 样 的 一 根 曲 线 的 弧 长 。 显然 , 弧 长 工 
的 数值 取决 于 P, 到 P, 之 间 曲 线 的 形状 , 也 就 是 取决 于 函数 >(z) 的 形式 。 于 是 ,我们 说 工 
是 >(z) 的 泛 函 ， 并 记 为 
L = L[y(z)] (7.71) 


—aa É 
图 7.5 P, 到 P, HARAK 
泛 函 的 概念 是 函数 概念 的 推广 ， 函数 是 “ 数 ”与 “ 数 ” 之 间 的 对 应 关系 , 而 “ 泛 函 ” 则 是 
“函数 "与 “函数 "之 间 的 对 应 关系 。 
以 上 述 的 弧 长 计算 为 例 。 根 据 数学 分 析 的 公式 ， 可 得 曲线 > 一 >(z) 的 弧 长 工 是 
r= AT (7. 72) 
上 式 右边 是 一 个 定 积分 ,说 明 工 不 是 z 的 函数 , 而 是 一 个 “ 数 ”, 但 是 它 的 数值 不 是 一 
成 不 变 的 , 而 取决 于 函数 >(z) 的 形式 。 给 定 一 个 >(z)， 由 式 (7. 72) 中 的 积分 可 得 工 的 一 
个 值 , BILL & y COBRE RS. 
一 般 来 说 , 泛 函 (7. 71) 常 常用 如 下 形式 的 积分 表示 : 
J - [re y, y) dz (7.73) 


其 中 的 被 积 函数 F, y, y ) 称 为 核 , 对 它 积分 得 到 的 J 值 取决 于 函数 y(z) 的 形式 ， 所 以 
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了 是 >(z) 的 泛 函 。 

2. 泛 函 极 值 的 必要 条 件 

下 面 再 来 看 一 个 例子 。 设 有 一 个 质点 , 它 的 广义 坐标 是 sG), 相应 的 广义 速度 是 
ds(z)/dt。 根据 物理 的 要 求 ，s(z) 应 该 是 具有 连续 二 阶 连续 导数 的 函数 。 

BA, 在 时 刻 c fii ns 广义 坐标 的 值 分 别 为 s, Ases BD 

5(6) =5 s(t)78 (7.74) 

它们 可 以 用 (+,s) 图 上 的 两 个 点 1 和 2 RR, 如 图 7.6 所 示 , 满足 条 件 式 (7.74) 的 s(D) 
函数 在 (1, gq) 图 上 通过 1. 2 两 点 的 足够 光滑 的 任意 曲线 。 在 许多 函数 中 , 只 有 一 个 描述 质 
点 的 真实 运动 情况 。 我们 所 需要 做 的 , 正 是 设法 从 满足 条 件 ( 式 (7. 74)) 的 所 有 函数 中 , 把 
代表 真实 运动 的 那 一 个 函数 s(t) 挑 出 来 。 换 句 话 说 , 就 是 要 从 通过 1、2 两 点 的 所 有 曲线 中 
挑 出 代表 真实 运动 情况 的 曲线 。 


图 7.6 质点 的 运动 路 径 


为 了 达到 这 一 目的 ， 首 先 设法 找 一 个 人、(O 和 旦 全 的 函数 志 {*，* 时)， 它 称 为 这 一 系 


统 的 拉 格 朗 日 函数 ， 简 称 拉 氏 函数 。 拉 氏 函 数 的 具体 形式 取决 于 所 研究 的 系统 的 性 质 。 对 
于 现在 所 讨论 的 由 单个 质点 所 组 成 的 系统 , 拉 氏 函数 的 形式 取决 于 质点 的 质量 和 所 在 空间 
中 的 势能 场 。 因 为 s(t) 和 ds(#)/dz 都 是 + 的 函数 ,所 以 拉 氏 函数 是 t 的 复合 函数 。 将 它 对 1 
IH z, 到 所 积分 , 得 到 


F= ro， q, à) dt (1.75) 


其 中 ，F 称 为 所 研究 系统 的 作用 量 。 

比较 式 (7. IDARO. 75) 可 见 ， 作 用 量 下 是 s(z 的 泛 函 。 对 于 不 同 的 s), IER FA 
不 同 的 值 , 因而 可 能 存在 一 个 s(t), 和 它 对 应 的 下 值 比 起 和 其 他 s(t) 所 对 应 的 下 值 而 言 是 
最 小 的 。 这 就 是 泛 函 的 极 值 问题 。 质 点 力学 的 基本 规律 可 以 表述 为 泛 函 极 值 问题 的 形式 ， 
HIR CURVE cR z, 时 刻 , 质点 的 广义 坐标 为 s 和 s。， 则 描述 质点 由 到 c, 的 真实 运动 情 
况 的 函数 CO , 是 使 作用 量 F 达到 极 小 值 s(t)。 这 就 是 质点 力学 的 最 小 作用 量 原 理 。 

显然 引入 泛 函 的 概念 以 后 ,上述 的 最 小 作用 量 问 题 就 变 为 求 泛 函 下 的 极 小 值 问题 了 。 
泛 函 的 极 值 问 题 在 物理 学 中 广泛 存在 , 例如 光学 中 的 费 马 原理 (光线 的 实际 路 程 上 光 程 的 
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变 分 为 零 ) 等 都 是 泛 函 的 极 值 问题 。 
因此 , 下 面 将 进一步 研究 泛 函 的 极 值 问题 。 为 了 具体 起 见 ， 在 此 我 们 讨论 式 (7. 75) 中 
的 泛 函 下, 并 求 它 有 极 小 值 的 必要 条 件 。 
如 果 s—sCOfE FRANE, RIS s 略微 偏离 (+) 时 ,下 值 将 增 大 。 所 谓 “ 略 微 偏离 
SO "是 指 形状 为 
s(t) + òst) (7.76) 
的 函数 。 如 图 7.7 所 示 , 其 中 ，is 是 整个 区 间 [a，z*] 中 都 很 小 的 具有 二 阶 连续 导数 的 函 
数 , 并 且 满 足 条 件 
6s(t1) = Əs(z,) = 0 (7.77) 


图 7.7 JE4R29 sH RU BR 
一 个 条 件 是 为 了 使 函数 ( 式 (7. 76)) 也 能 满足 条 件 式 (7. 74)。 这 样 的 8 CO BRI sC) 
的 变 分 。 可 将 式 (7. 75) 写 为 


FEW] = f La, s» à (1.18) 
^ 
其 中 , * =ds/dt。 用 式 (7.76) 代 赫 这 里 的 sCO , 得 到 
Fts+3 = LG, s+6s, s+6s) dt (7. 79) 
^ 


它 和 式 (7.78) 的 差 是 
F[s+ s] — Fs] = [ LLG, s-- 8s, s 4-85) — LG s, s')] dt (7.80) 
如 果 sCO 8 F rR IME, 则 F[s] 将 小 于 任意 的 F[s 二 8s], 即 上 述 差 值 应 该 对 任意 变 分 


6s 都 大 于 零 。 
RCT. 80) 右 边 的 被 积 函数 可 以 对 is 和 3s 展开 成 级 数 : 


LG, sd-8s, 5-85) — LG, s, s) 一 (Ecos Sos )+ = (7.81) 

这 里 明显 写 出 的 是 对 ds 和 is' 线 性 的 项 。 将 这 种 对 ds 和 is 线性 的 项 代入 式 (7. 80) 求 

积分 , 得 到 的 结果 称 为 泛 函 下 的 变 分 , 用 8F 表示 , CEM is 很 小 时 的 差 值 式 (7. 80) 中 的 
主要 项 。 我 们 有 

èF = I Last ias) a: (7.82) 
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由 于 3F 线性 地 依赖 于 8s 和 ds, 所 以 为 使 差 值 式 (7. 80) 对 任意 的 ds 都 大 于 零 , 必须 要 SF 
对 任意 的 05 都 等 于 零 。 MERR, M is 变 号 时 ,5F 将 随 之 变 号 , 因而 式 (7. 80) 不 能 恒 大 


FẸ. 因此 
8F=0 (7.83) 


这 就 是 泛 函 下 有 极 值 的 必要 条 件 。 
RCT. 82) 中 的 s 是 广义 坐标 对 时 间 导 数 的 变 分 , 它 等 于 广义 坐标 的 变 分 对 时 间 的 
导数 


jid 
a= das (1.84) 
因而 式 (7. 82) 中 的 第 二 项 可 以 分 部 积分 , 得 
* 9L d OL, |“ _ f*(d aL 
Lag m a = ssp ah ($35) à (T. 85) 
由 于 有 条 件 式 (7. 77)， 上 式 右 边 的 第 一 项 为 零 。 将 第 二 项 代 人 式 (7. 82) 和 式 (7. 83) 可 得 到 
aF = (全 -是 站 ) sd o (7.86) 


这 一 式 子 应 对 于 任意 的 变 分 05 都 成 立 。 为 此 必须 被 积 函 数 的 圆 括号 内 的 表达 式 等 于 零 ， 
故 有 


aL dal _ 
ririk (7.87) 


这 就 是 泛 函 下 有 极 值 的 必要 条 件 , 称 为 欧 拉 方程 。 
以 上 假定 泛 函 下 只 依赖 于 一 个 函数 s(t)。 如 果 泛 函 依 赖 于 多 个 函数 OG, 2, n, 


mit, ARA 


F= fre Sis ts e d ns 8) di (7. 88) 
s) s sms G1, 2,7, m (7. 89) 
则 相应 的 极 值 条 件 是 
Lo dap . uL "s 
Sl dico GSL 2em (7.90) 
共有 nn 个 方程 。 
7.4.2 里 效 方法 


既然 变 分 问题 可 以 转化 为 相应 的 欧 拉 方 程 ( 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 ), 反 过 来 说 , 定 
解 问题 里 的 泛 定 方程 也 就 可 以 看 做 是 某 个 变 分 问题 的 欧 拉 方程 ,而 变 分 问题 可 以 按 
瑞 利 -里 兹 方法 求 得 近似 解 ， 这 就 是 研究 泛 函 极 值 问题 的 直接 方法 。 其 基本 要 点 是 ,不 把 泛 
函 放 在 它 的 全 部 定义 域 来 考虑 ,而 是 把 它 放 在 其 定义 域 的 一 部 分 来 考虑 。 具 体 而 言 ， 取 某 
种 完备 的 函数 系 如 下 : 


@ (z), eG, (7.91) 
尝试 以 其 中 的 前 几 个 来 表示 变 分 问题 SF 一 0 的 解 ， 即 令 解 为 
IC) = f(ps Per i eur m Cp) (7.92) 


HP, cis ca = c, 为 待定 参数 , 把 上 式 代 入 F 的 表达 式 , FERT cs cs，…, c, 的 n 元 
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函数 , 即 F[y(z)] 一 Ba，cs，*…, c), 由 于 /的 形式 是 事先 选 定 了 的 ,如 可 选 
/= Yopa), 故 按照 多 元 函数 的 极 值 方法 令 
2B Lo G—1,2,-,m (7. 93) 
而 求 出 系数 Gs cos cus AY382903 T y(z)。 但 是 这 样 得 到 的 y(z) 并 非 SF 一 0 的 
严格 解 ， 而 是 近似 解 ， 若 将 上 近似 解 记 作 %(z)， 则 严格 解 应 该 是 
ylz) = limy, (z) (7.94) 
FUGEA-ELRUR GHCOL, 甚至 是 否 收敛 于 严格 解 都 是 问题 ， 因 此， 在 实际 中 我 们 通常 只 求 
解 近 似 解 。 
在 里 北方 法 中 , 如 果 函 数 系 e GO e GO. EBORE. 且 测 试 函数 也 在 适当 的 时 
候 , 近似 解 与 解析 解 逼近 程度 会 很 好 ; 如 果 选 择 不 当 , 则 可 能 相差 很 远 。 但 是 至 于 如 何 先 
择 ,并 没有 确定 的 方法 可 循 ， 需要 根据 问题 试 选 , 通常 函数 系 多 选 为 三 角 函 数 系 。 
97.12. 用 里 兹 方法 求 本 征 值 为 题 
y+iy=0 
y(0) =0, y(1)=0 
的 最 小 本 征 值 及 相应 的 本 征 函 数 的 近似 解 。 
解 : 这 是 分 离 变量 后 经 常 遇 到 的 最 简单 的 本 征 值 问题 ， 它 的 精确 解 我 们 是 知道 的 。 这 
里 用 它 作为 例子 来 说 明 里 效 方法 的 主要 思路 ， 并 与 精确 解 比较 ， 以 了 解 里 兹 方法 的 准确 


(7.95) 


程度 。 
上 述 方程 可 改写 为 
- £o 一 jy(z) (7.96) 
可 见 算 符 工 是 
= 一 E (7.97) 
因此 , 本 征 值 问题 式 (7. 95) 可 转化 为 泛 函 
J[y] = [xo E iwo] dz (7. 98) 
在 归 一 条 件 
[5o dz=1 (1.99) 
及 边界 条 件 
x0 =0, y(D)=0 (7.100) 
下 的 极 值 问题 。 


对 式 (7. 98) 进 行 分 部 积分 , 得 到 
I= fso (E) w az =— tco» cox +S F az 
由 边界 条 件 可 知 ， 上 式 右 端 第 一 项 为 零 。 因 而 
J[y] = [wwr dz (7.101) 
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我 们 需要 解决 的 正 是 这 一 泛 函 的 归 一 条 件 式 (7. 99) 和 边界 条 件 式 (7. 100) 之 下 的 极 值 
问题 。 为 了 得 到 这 一 问题 的 近似 解 , 采用 里 兹 方法 。 

里 兹 方法 的 关键 在 于 找 出 满足 边界 条 件 的 含有 一 定 个 数 参 量 的 测试 函数 。 在 这 样 的 情 
况 下 , WERC. 100) 的 最 简单 的 函数 是 z(z 一 1), 因此 假设 测 探 函 数 为 含有 两 个 参量 的 函 


数 ， 即 


xG) = zz — (s 十 cz) (7.102) 
可 以 算出 
[y G2 = 9dz* 十 12c (ç, — &)2* + [4(a, — $0! — 666] — 46$ — cz d 
(7. 103) 
代入 式 (7.101) 得 
" 
17 ft/coy de= 1(4 so 24) (7.104) 
再 将 式 (7. 102 4 AGKCT. 99) ft 
fi> w de= d (d - e *$d) (7.105) 
因而 归 一 条 件 式 (7. 99) 可 写 为 
= 击 (G+aa+33)-1=。 (1. 106) 


于 是 , 求 泛 函 极 值 的 问题 化 为 关于 参量 c。、c, 的 二 元 函数 ( 式 (7. 93)) 在 条 件 ( 式 (7. 95)) 之 
下 的 普通 极 值 问题 。 利 用 拉 格 朗 日 子 乘法 得 


元 [J 一 区 一 Ho to) 7 Ga +e) =0 


à 1 4 à 4 (7.107) 
34 7 M17 3 (e+$e) (e *74)-* 
将 它 写 成 关于 o. c 的 代数 方程 为 
(2-5)e+(1-5)a=0 
à 4 2 (7. 108) 
(1-i0)e + (57333) =° 
要 有 非 零 解 , 必须 系数 行列 式 为 零 ， 即 
2 
5 0 
一 0 (7.109) 


10 5 35 
这 个 方程 的 两 个 根 是 二 10 和 一 42。 故 所 求 的 最 小 本 征 值 的 近似 解 为 = 10, 与 精确 解 
n’ =9. 8696 相 比 较 , 相对 误差 为 1. 3%。 
将 4 三 10 RART. 108) 的 第 二 式 , 得 c, 二 0, 所 以 本 征 函数 的 近似 解 是 
xG) = zls — 1) (7.110) 


其 中 , co 可 以 有 归 一 化 条 件 式 (7. 99), 求 得 为 o= V30。 从 而 本 征 函数 得 解 。 
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数学 物理 方程 是 一 门 公认 的 较 难 学 习 的 课程 ,尽管 数学 物理 方程 的 求解 通常 都 有 明确 
的 物理 意义 ， 可 是 如 何 能 够 让 我 们 从 繁杂 的 解 的 数学 表达 式 中 体会 其 物理 特性 ， 是 我 们 十 
分 关注 的 问题 。 因 此 ， 如 何 让 数学 物理 方法 从 一 门 难 教 、 难 学 、 难 懂 的 课程 变 为 一 门 易 教 、 
易学 、 易 懂 的 课程 ， 使 学 生 能 摆脱 教学 物理 方程 求解 的 枯燥 无 味 ， 将 教理 方法 的 理论 内 容 
和 可 视 化 计算 方法 和 技巧 有 机 地 结合 起 来 ， 提 高 学 习 兴 趣 和 分 析 问 题 的 能 力 ， 是 值得 我 们 
探索 的 一 个 问题 。 本 章 中 ， 我们 将 针对 前 边 所 学 习 的 数学 物理 方程 求解 的 典型 问题 ,特别 
是 在 电磁 场 分 析 中 的 应 用 问题 结合 计算 机 可 视 化 编程 计算 ,将 问题 的 解 用 图 像 展 现 出 
来 ， 提 高 大 家 的 学 习 兴 趣 和 实际 分 析 问题 、 计 算 编程 和 解决 问题 的 能 力 。 


8.1 分 离 变 量 法 的 可 视 化 计算 


8.1.1 矩形 区 泊 松 方程 的 求解 


例 8.1 在 矩形 区 域 0<z<a, 一 乡 <y< 如 上 求解 泊 松 方程 
Au =— zy (8.1) 


E u 在 边界 上 的 值 为 零 。 
解 : 定 解 问题 是 


(8.2) 


在 第 3 章 中 我 们 已 经 求解 过 类 似 的 定 解 问题 ( 见 习题 3. 8 , 它 的 解 可 以 根据 本 征 函 数 
展开 法 求 得 , 其 解 是 

"me gio abs X a*b( — D'n x: t J sh(222) sin (222) 
2a 


nx sh T 


(8.3) 

显然 , 一 旦 解 用 解析 级 数 表达 式 给 出 , 我们 就 可 以 利用 编程 工具 画 出 u 的 图 像 ， 如 图 

8.1 所 示 。 为 了 方便 学 习 编程 技巧 , 这 里 给 出 利用 FORTRAN 编写 的 计算 程序 , 见 程序 1 。 
注意 ,计算 中 取 a 一 5，6 一 5，n 一 1-~10。 
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图 8.1 和 矩 形 区域 泊 松 方程 定 解 问题 的 解析 解 
程序 1 
! 矩形 区 域 泊 松 方程 的 定 解 问题 
program main 
implicit none 


real(8) , parameter; ; a5. ,b=5. 


real(8) , parameter; ; pi 一 3. 1415926 
real(8):: x,y,ul ! 临时 变量 
integer:: n ! 临时 变量 
real(8):: u ! 方 程 的 解 
ul-0. ! 定义 初 值 


open(1 ,file=" 解 . dat") 


! 剔除 y=0 

do n—1,10,1 ! 开始 循环 

ul=ul+ax »4x b* (C1) * nene «2«pix «24-2729 (—1)* *n) 
& * sinh(n * pi * y/a) * sinn * pi * x/a)/(n* * 5 * pi * * 5 * sinhn* pi * b/(2 * a))) 

end do 

u=ul+xxy*(a* *3—x* *3)/12 

writel, *) x,y,u ! 输出 结果 

ul=0. 

end do 
end do 
close(1) 


end program main 
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8.1.2 直角 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 在 电磁 场 中 的 应 用 

908.2 求 矩 形 规则 波导 中 的 电场 强度 E, ME, 与 磁场 强度 H, RH, 分 布 。 

解 : 假设 在 矩形 金属 波导 中 , 横 电磁 波 沿 = 轴 正 方向 传播 , 按 e“ raka. WEE 
波导 中 电场 强度 所 满足 的 定 解 问题 为 


2'H. 2H, 2H, _ > 
PH QSH. 24H —0 
F 3y + az +k 
3H, La 2H, _ 
Be | Oa | 0 (8.4) 
aH, 2H, 
=o, 一 0 
2» | ~。 2» |,~s 


这 是 一 个 在 直角 坐标 系 下 波动 方程 的 定 解 问题 经 分 离 变 量 以 后 得 到 的 有 关 H, 所 满足 
的 波导 方程 。 采 用 分 离 变量 法 可 以 求解 。 令 


H.(z, y, 2 = XCz)Y(y)Z(z) = XY (ye (8.5) 
把 式 (8. 5) 代 和 人 式 (8.4) 中 第 一 式 ， 消去 因子 e ~, 得 
X'Y-- XY' c y XY - E XY 一 0 (8.6) 
用 XY 除 上 式 两 端 , 得 
x Y 
X'*y*Y**- (8.7) 
k= +k, 得 
x n YT e 
xytk-—y-ÉE (8.8) 
其 中 , k, 为 任意 常数 ， 即 
X B. 
diae: (8.9) 
ys 
ES 
k=- kÈ 
即 
PES TE (8. 10) 
则 有 
X cs 
AER (8.11) 
Y Š 
yu 
解 这 两 个 常 微分 方程 得 到 通 解 


X(x) = A cos(k,z) + B sin(£,z) 
(8.12) 


Y(?) = C cos(&,y) + D sin(E,y) 
因此 , 把 式 (8. 12) 代 入 式 (8. 50, 再 由 式 (8.4) 中 第 二 和 第 三 式 中 的 边界 条 件 , 知 
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TEM 
9r |.-. 
(8.13) 
aH. We 
ay | 
得 
m Y (8.14) 
D=0 : 
从 而 得 


H,(z, y, z) = A cos(k,z) * C cos(k,y)e" = H, cos(k,z) cos(k,y) e" — (8.15) 
其 中 , H,—AC, 它 由 最 初 激励 情况 决定 。 这 里 未 用 前 面 所 讲 的 释 加 方法 确定 Hos AA E 
在 发 射电 波 时 , 我 们 只 要 求 某 种 波 型 通过 波导 管 。 常 数 k... k. k, 可 由 波导 管 的 尺寸 来 
决定 。 


因此 , 满足 条 件 
ANNE 
ae [emo (8.16) 
由 此 可 得 
sin(k,a) = 0 (8.17) 
即 
Ra Gn —0,1, 2, =) (8.18) 
又 由 
ən]. 
Eden (8.19) 
得 
sin(k,b) = 0 (8.20) 
即 
k= JEFE -A(E) + (5) (8.21) 
因此 , 我 们 所 求 得 的 解 为 
H,G y» z) = H, cos( A7) cos(%8y)e > (8.22) 
同时 我 们 知道 横 电 波 传播 中 电磁 各 分 量 间 的 关系 为 : 
1..3H. 
E, = atis. 
, X 9H, 
E, = g iw aF 
E,=0 (8.23) 
y 9H. š 
Ares amsa 
N = y 9H. 
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故 所 求 的 场 分 量 分 别 为 
Hie eH. sin(k,z) cos(E,y)e ^ 


His AeH, cos(k,z) sin(k,y)e™ 


MA (8.24) 
E, = = cos(k,r) sin(k,y)e ” 


E, = en, sin(k,z) cos(k,y)e ” 


至 此 , 我 们 得 到 了 矩形 波导 中 电磁 场 的 分 布 情况 ,利用 式 (8. 2, 我 们 可 以 编写 程序 ,并 
画 出 波导 中 的 电磁 场 随 z, y 的 变化 情况 , 如 图 8. 2 所 示 。 在 计算 中 , 取 m= 3, 2 一 2， 
z= 二 0， a 二 0.01m, 5 二 0.02m。 计算 程序 如 程序 2 所 示 。 


图 8.2 和 拢 形 规则 波导 中 的 电磁 场 分 布 
(a) E, 分 量 ; (b) E, 分 量 ; CO. H, 分 量 ; (d) H, 分 量 
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程序 2 


! 本 程序 用 来 计算 波导 的 电磁 场 


! 其 中 波导 长 宽 分 别 为 
! a 一 0.01,b 一 0. 02 


中 


! 参量 声明 


* 


人 


program main 


implicit none 


integer m,nji,p 


real(8) x(100) ,y(200) , Hx(100,200) , Hy(100,200) , Ex (100,200) , Ey(100,200) 
! Hx, Hy 分 别 为 x,y 分量 的 磁场 值 


! Ex, Ey 分 别 为 x,y 分 量 的 电场 值 
real(8) kx, ky kc ,a,b, HO, gama 2; w,mu,dltax, dltay, pi 


complex j 

parameter(pi=3. 1415926) 

! kx,ky 分 别 为 x,y 方向 的 波 数 
1 Ho 为 初始 场 什 

!1 a,b 分 别 为 波导 的 长 , 宽 


! dltaxvdltay 分 别 为 x,y 的 变化 量 


! w 为 频率 
! mu 为 磁 导 率 


1 


! 求解 电磁 场 


* 


上 


open(1,file='Hx. dat") 
openC file ' Hy. dat) 
open(3, file Ex. dat’) 
open(4 file— ' Ey, dat) 
write * , * )' 输 入 m,n,z' 
read( * , * )m,n,z 

! m=3,n=2,z=0.0 
270.01 

b=0.02 

w=5.2d+11 

mu=4 * pix 1d—7 
Ho=1.0 


kx 一 mx pi/a 


ky=n * pi/b 
kc—dsqrt(kx « + 2--ky *2) 
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dltax—a/100. 
dltay- b/200. 
do i=1,100 
xi) —i * dltax 
do p—1,200 
y(p) — p * dltay 
Hx(i, p) — gama * kx/kc * * 2 * HO » dsinCkx * x(i)) * deosCky * y(p)) * dexp(— gama » z) 
HyCi, p) — gama * ky/kc * * 2 < HO* dcosCkx x x) * dsin(ky * y(p)) * dexp( —gama * z) 
Ex(i, p) = dimag( —j * w» mu * ky/kc * * 2 * HO » dcosCkx * x(i)) » dsinky * y(p)) 
& * dexp(— gama * 2)) 
EyGi, p) dimag( —j « w * mu * kx/kc * * 2 « HO » dsinCkx * x(i)) * dcos(ky * y(p)) 
& v dexp(—gama x z)) 
write( # , &)xCD y(p)  HxCi, p)  HyGi, p) ,ExCi, p) EyCi, p) 
writeCl , *xC) ,y(p)  HxCi p) 
write2, x )x(iD ,y(p), Hy(i, p) 
write(3, w )xG) yp) ,ExGi,p) 
write(4, # )xG),y(p) ,Ey(Gi,p) 
end do 
end do 
close(1) 
close(2) 
close(3) 
close(4) 


end program main 


8.2 特殊 函数 的 应 用 


通过 前 面 的 学 习 我 们 已 经 知道 ， 球 、 柱 坐标 系 下 分 离 变 量 法 求解 交 姆 霍 慈 方程 和 泊 松 方 
程 的 解 一 般 与 特殊 函数 有 关 ， 因 此 , 在 本 节 中 我 们 将 分 别 讨论 平面 波 在 球 坐标 和 柱 坐标 系 中 
的 展开 表达 以 及 球 、 柱 坐标 系 下 特殊 函数 在 求解 波动 (电磁 波 ) 问 题 的 应 用 的 可 视 化 计算 方法 。 


8.2.1 平面 波 展开 为 柱 面 波 的 县 加 


平面 波 展开 为 柱 面 波 是 广义 傅 里 叶 级 数 展开 的 一 个 很 好 的 例子 ， 这 个 公式 在 研究 电磁 
散射 问题 时 很 有 用 处 。 事 实 上 ， 我 们 在 例 4. 21 中 已 经 获得 了 的 平面 波 展开 为 柱 面 波 的 展开 

公式 为 
w = Gr) +25 J Gr) cosmo (8.25) 


如 果 以 时 间 因 子 。“ 乘 上 式 的 两 端 , 则 上 式 的 左 端 是 平面 波 ， 而 右 端的 每 一 项 都 是 柱 
面 波 。 它 的 物理 含义 是 : 具有 确定 动量 的 平面 波 可 按 各 种 柱 面 波 展开 , 每 种 柱 面 波 分 别 对 
应 于 角 动 量 量子 数 m—0, 1, 2, =, 这 时 柱 面 波 与 = 无关。 利用 式 (8. 25), 我 们 可 以 分 别 
画 出 m—0, 1, 2, =, 5 的 柱 面 波 分 量 的 图 形 , 如 图 8. 3 所 示 。 计算 程序 如 程序 3 所 示 。 


So iii 


数学 物理 方法 


图 8. 3 柱 面 波 各 分 量 的 图 形 
(a) m—0; (b) m—1; (c) m—2; (d) m—3; (e) m—4; (D m—5 
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程序 3 

! 平面 波 展开 为 柱 面 波 的 登 加 
program main 

use portlib 

use msimsl 


implicit none 


real(8) , parameter; ; k 一 1 ! 波 数 
integer: : m,n ! 临时 变量 
real(8) ,，ryxyyvuval 
real(8) :: phi,ku ! 临时 变量 
complex(8) ; 

i= demplx(0, 0,1. 0) ! 虚数 
ul=0, 


write( * , * )" 请 输入 整数 m: ” 
read( * , *)m 
open(1 file" jieguo. dat") 
do x=0. 05,10. ,0.1 
do y=0. 05,10. 10.1 
if(m==0) then 
kuck* r 
r—sqr(x + 2--y » 2) 
u= dbesj0Cku) 
else 
do n=1,m,1 
ku=k*r 
r=sqr(x* *2+y* » 2) 
phi=atan(y/x) 
ul=ul+2 wi» * n* dbesjn(n,ku) * cos(n * phi) 
end do 
u=ul+dbesj0(ku) 
end if 
write, * ) x ysu 
ul—0. 
end do 
end do 
close(1) 


end program main 


8.2.2 平面 波 展开 为 球面 波 的 又 加 


同样 , 平面 波 展开 为 球面 波 的 又 加 也 是 广义 傅 里 叶 级 数 展开 的 一 个 例子 , 它 在 研究 球 
体 的 电磁 散射 问题 时 很 有 用 处 , 我 们 可 以 用 类 似 于 例 4. 21 的 平面 波 展开 为 柱 面 波 的 方法 
或 者 格林 函数 的 方法 求 得 平面 波 用 球面 波 展 开 的 展开 式 


— JN. — 数学 物理 方法 


eot = S (21+ Dil'j GrP, ost) (8.26) 


= 


如 果 以 时 间 因 子 s“ 乘 上 式 的 两 端 , 则 上 式 的 左 端 是 平面 波 ， 而 右 端 的 每 一 项 都 是 球 
面 波 ( 驻 波 )。 它 的 物理 含义 是 : 具有 确定 动量 的 平面 波 可 按 各 种 球面 波 展开 ， 每 种 球面 波 
分 别 对 应 于 角 动量 量子 数 :一 0，1，2，…， 这 时 球面 波 与 p 无关。 利用 式 (8. 26), 我 们 可 以 
得 到 (一 0，1，2，…，5 的 球面 波 分 量 的 图 形 , 如 图 8. 4 所 示 , 其 计算 程序 如 程序 4 所 示 。 


© e 


图 8.4 球面 波 各 分 量 的 图 形 
(a) 1=0; (b) 1—1; (c) 1—2; (d) 193; (e) 1=4; (f) 1=5 
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程序 4 
! 平面 波 展开 为 球面 波 的 肥 加 
program main 
use portlib 
use msimsl 
implicit none 
real(8) ,parameter:: k=1. 1 波 数 
integer, parameter: ; m 一 5 
integer:: n 
real(B) is rxsyou 
real(8) ; ; cta, ku,z 


complex(8) : 


real(8) :; p(m) ! 勒 让 德 函 数 
i= demplx(0. 0,1. 0) ! 虚数 
u-0. 


open(1 , file=”result. dat”) 
do x=0. 05,10. ,0. 1 
do y=0. 05,10. ,0.1 
do n=0,5,1 
cta=atan(y/x) 
r=sqrt(x% # 2 十 yw * 2) 
ku 一 kw r 
27 cos(cta) 
if(n— —0) then 
pm 71. 


else if(n==1) then 


p(n)=(3*z* *2—1)/2 
else if(n==3) then 
p(n)=(5*z* *3—3*2/2 
else if(n— —4) then 
p(n)—(35*z* «4—30*z* *2--3)/8 
else if(n— —5) then 
p(n-—(63*z* *5—70*z* * 3+15 * 2/8 
end if 
u-—u--(2*n--1) *ix *n* dbesin(n.ku) * p(n) 
end do 
write(1, * ) x,y,u 
u=0. 
end do 
end do 
close(1) 


end program main 


> 
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8.2.3 特殊 函数 在 波动 问题 中 的 应 用 


在 此 主要 讨论 柱 体外 的 波动 问题 。 

例 8.3 半径 为 mw 的 长 圆柱 面 , 其 径 向 速度 分 布 为 w cosp coswt(w , o 为 常数 ), WR 
解 这 个 长 圆柱 面 在 空气 中 辐射 出 去 的 波 场 中 的 速度 势 。( 设 po, 远 小 于 声波 的 波长 ) 

解 : 因 所 求 的 速度 势 满足 二 维 波动 方程 , 取 平面 极 坐标 系 ,极点 在 柱 轴 上 ，, 则 定 解 问 


题 是 
m = a! Au 
(8.27) 
u, |,-, = vo COSp cosat 
利用 分 离 变量 法 ， 令 
u = Ulp, g)e “ (8.28) 
代入 定 解 问题 , 得 
AU-cEKU-0 dz 
U, |,-,, = w cosp ý 
其 中 , k=o/a, 
再 令 
U = R(e)@(g) 一 [AH Gp) + BHi" (kp)] cose (8. 30) 
由 于 不 存在 人 射 波 , 所 以 B—0. 为 求 出 A, 将 式 (8. 30) 代 入 边界 条 件 得 
ag a] es (8.31) 
注意 到 paT E, p ka<1, 利用 汉 克 尔 函 数 的 渐 近 展开 式 
J.G) — T 
(8. 32) 
N; (z) 一 一 i 
得 
A-— iie (8.33) 
至 此 , 有 
U =- indio Cko) cosp (8. 34) 
容易 求 得 问题 的 解析 解 是 下 式 的 实 部 为 
u 一 一 ii Thep: gw (2e) cosge ™ (8. 35) 
在 远 场 区 , 即 ko 六 1 时 , 其 渐 近 解 为 
u= wg d, cosp eos (zo — wt + E) (8.36) 


利用 式 (8. 36), 可 以 求 得 不 同时 间 不 同 空间 分 布 的 波 场 的 速度 势 。 如 图 8. 5 所 示 。 计 
算 中 分 别 选取 了 在 :一 0. 02 和 :一 1 时 刻 的 计算 结果 , 通过 图 形 可 以 方便 地 看 到 柱 面 波 的 传 
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输 特性 。 其 计算 程序 如 程序 5 Bom. 


图 8.5 柱 面 波 场 的 速度 势 分 布 
程序 5 
! 求解 半径 为 0 的 长 圆柱 面 在 空气 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 速度 矢 
program main 


implicit none 


real(8) , parameter; :r0=0. 2,v0=2. ,k=6. ,a=2. ,t=0. 02 ! 设置 参数 
real(8) ,parameter: : pi 一 3. 1415926 
real(8) ; + phi 
real(8):: xy, ru 
u-o 
open(1,file=" 渐 近 解 . dat”) 
do x=—1. +1. ,0.01 

) cycle ! 剔除 x=0 

1. ,1. ,0.01 
! 剔除 y=0 


phi=atan(y/x) 
r=sqrt(xx *2+y* #2) 
u= v0 * 10 * 2 * sqrt(k * pi/(2 « r)) * cos(phi) * cos(k * r—k * a * t--0. 75 x pi) 
write(1, *) x,y,u 
end do 
end do 
close(1) 
end program main 
类 似 地 , 我们 可 以 求解 球 坐标 系 下 的 波动 问题 。 
例 8.4 FH r 的 球面 ， 径 向 速度 分 布 为 mw cos0 coswt, 试 求解 该 球面 所 发 射 的 稳 
恒 声 振动 的 速度 势 v。( 设 r, 远 小 于 声波 的 波长 为 ) 
fg. 本 定 解 问题 完全 类 似 于 例 8. 3， 只 是 这 里 需要 使 用 球 坐标 和 惑 让 德 函数 的 性 质 。 


不 妨 设 极点 取 在 球 心 , 定 解 问题 是 
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i — a Au = 0 
t Rai (8.37) 


v, | r = ra = wP, (cos0)e * 


其 中 , P, (cos0) =cos0, 在 球面 的 边界 条 件 是 cosCor) BJ] ReCe^ 9), 在 上 面 写成 了 er， 


这 要 求 在 设计 结果 中 也 只 取 实 部 。 
类 似 例 8. 3 的 求解 过 程 ， 可 以 得 到 定 解 问题 ( 式 (8.37)) 的 解析 解 是 
x Sf (7 1L i Jp. ceospettcm (8.38) 
ERM KREINER, EA Coro» D BUSH A SOL 并 取 实 部 , 得 到 的 解 为 
u-— = P, (cos0) sin 2 (r— at) 
> a 
-— gan cosó sin S(r — at) (8.39) 


它 具 有 出 射 球面 波 的 形式 , 一旦 解 得 到 , 便 可 以 画 出 球面 波 场 的 速度 势 函 数 ， 如 图 8. 6 所 
示 。 这 里 分 别 画 出 了 解析 解 在 10.03, 0.06, 0.1, 1.0 时 刻 的 图 形 , 程序 中 取 ra =0. 2, 
w=2, k=6 和 a 二 2。 计 算 程序 如 程序 6 所 示 。 


图 8.6 球面 波 场 的 速度 势 分 布 
Ca) 1—0. 03; (b) 1—0.06; (c) 一 0.1; (d) t=1.0 
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程序 6 
! 求解 半径 为 r0 的 球面 所 发 射 的 稳 恒 声 振动 的 速度 势 
program main 
implicit none 
real(8) , parameter: ; r0—0. 2,v0—2,k—6,a—2,1—0. 06 ! 设置 初 值 与 参数 
real(8) ; xsy 
real(8);; cta,u,r 
u=0 
open(1,file=" 解 析 解 . dat") 


! 剔除 x 一 0 


. 0) cycle ! 剔除 y=0 


cta=atan(y/x) 


r=sqrt(xx #2+y# #2) 
u= —vO * k * rO * 3 x coscta) * sin(k * (r+-a  00/(2 » r) 
write, w) x,y,u 
end do 
end do 
close(1) 


end program main 


8.2.4 球体 雷达 散射 截面 的 解析 解 


关于 球体 对 平面 波 的 电磁 散射 问题 被 认为 是 最 经 典 的 电磁 场 问题 , 它 的 第 一 个 级 数 角 
是 由 MieC1908 年 ) 作 出 的 , 因而 称 之 为 Mie 理论 级 数 解 ， 在 此 我 们 作 一 详细 讨论 。 

1. 球体 散射 问题 的 通 解 

我 们 知道 ,电磁 散射 问题 满足 标量 辫 姆 
RANEH 

Au + ku = 0 (8. 40) 

其 中 , wu 为 电场 或 者 磁场 的 大 小 。 

选取 图 8. 7 所 示 的 球 坐标 系 ,不妨 设 球 
的 半径 r 二 a, 人 射电 场 E =E re iz 
轴 方 向 人 射 ， 入射 波 矢量 为 避 ， 入 射电 场 强 
度 矢量 取 方向 极 化 。 散射 波 沿 Op 方向 ， 
散射 波 矢量 为 局， 求 空间 任 一 点 prs 0, o) 
的 电磁 场 分 布 。 

显然 , 人 射 磁场 是 


A 
H —— |E, ye" 
Ho 


在 球 坐标 中 , 式 (8. 40) 可 变 为 
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1 31z au 1 2(,59u 1 aku A. = 2 
LOVE =s ap [ sin0 20)* 7 spa L hu = 0 (8.42) 
分 离 变 量 , 设 
ulr, 0, 9) = RODD) (8. 43) 
则 可 分 离 出 三 个 常 微分 方程 
dg 5-0 (8. 44) 
" 
" 
aio dp (sine 99)+ (e-i) =° (8.45) 
去 是 (= 38 (ë-#)R=o (8.46) 


分 离 变数 过 程 中 引入 的 参数 m 和 ,要 由 边界 条 件 来 决定 取 值 。 
在 方程 (8.45) 中 , 令 cosó—2, @(0) =y(z), Bl 


2 


&[o-h i] ea) em 
Je UT ERR A 0 e LE ICT RR 
PRG. 40 B br =z, RO) mz tyl), jp 二 n(n 十 1)， 方程 可 变 为 


2 


: 
gag 09 = |> =o (8.48) 


即 为 熟知 的 球 贝 塞 尔 方程 。 
方程 (8. 44) — C8. 46) 的 解 是 已 知 的 ， 可 以 根据 求解 问题 的 具体 情况 来 选取 其 解 ， 场 在 


原点 有 限 ,在 无 穷 远 处 满足 辐射 条 件 , 因此 


在 球 内 的 场 满足 : 

PES iG pz (eos Sone) (8.49) 
在 球 外 的 场 满足 : 

u- Kao Ez Ceos [8] (8. 50) 


其 中 ,P” 为 连带 勒 让 德 函数 , j, 和 h.” 分 别称 之 为 球 贝 塞 尔 函 数 和 第 一 类 球 汉 克 尔 函 数 ， 

它们 都 是 方程 (8. 48) 的 一 个 解 ，cosmg 和 sinmg 是 方程 (8. 44) 的 解 。 三 种 函数 的 表达 式 为 
an" G” 

Tü-su-z 


iG) = E Laus GO 
hP (z) = JE Ho GO 


其 中 , 本 是 贝 塞 尔 函数 ，H'" 是 汉 克 尔 函 数 。 要 求 场 在 散射 区 必须 单 值 、 连 续 ,， m 和 就 只 
能 取 整 数 。 


Pr (z) = 


(8.51) 
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容易 证 明 
r V X (pu) 


-l 
N=EAXM 


都 是 电场 EE 或 者 磁场 H 满足 的 矢量 交 姆 霍 兹 方程 
AE+kE=0 
bars -0 
的 解 。 其 中 , p 是 任意 矢量 或 径 向 矢量 。 
因此 , 将 式 (8. 49) 108. 50) 代 入 式 (8. 52) 中 , 取 pr, 经 过 运算 可 以 得 到 


MD = + agis Gen Pr cost |" jê 
b sin cosmg 


—j (hr) Š PZ (cost) 


cosm | ^ 
aene 


sinmg 
cosmg ) A 
r 


N, = OED}, GP; Ceos | : 
KF sinmp 

1/3 ; a cosmg|4 

* c ados Uer 1 P; eos [8 jê 


m 9 ^ 
T sin Ier Lorin Ckor) TET Ccos0) 


其 中 , 角 标 “。 表 示 偶 数 ，。 表示 奇数 。 


sinmg | ^ 
le 
cosmo 


(8.52) 


(8.53) 


(8.54) 


球 内 存在 的 电磁 场 、 散 射 场 和 入 射 场 都 要 满足 式 (8. 53), 因此 它们 的 解 都 可 用 M 和 NN 


的 线性 组 合 表示 。 
散射 场 为 
E = E, > > GA MT, + Bema N52,) 
i ——iH, > > (GMT, + Acm NS) 
球 内 场 为 
E, = E, 3] 3C MES + D, NES) 
H, =i EA SY D D. Mt? + CNE) 
其 中 , ki Swe, HERA RENS R. 
入 射 场 可 表示 为 


Sie incl ; 
E =E D CD pO END 


"ESO nude 
H =—iH,>)C ze GM +N.) 


E 


(8.56) 


(8.57) 


(8.58) 


其 中 没有 n—0 的 项 , 因为 P，(cos0) 二 0。 上 标 (2) 表 示 式 ( 式 (8. 54) 08. 55)) 中 用 h, kr) 
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代替 j (kr)， 上 标 (3) 表 示 j, Gs DARE j, or) o 
现在 所 讨论 的 球体 散射 问题 中 已 知 边界 条 件 


^ ^ 
f X (E HE) |. = PXE, |,-— 


s " (8.59) 
rX (H +H) |, —rXH, |l. 
把 式 (8. 56) — (8. 58) 代 入 式 (8. 59), 得 
AQ = Bu = C- = Du, =0 (EB m, n) (8.60) 
A... = B— = =Cm =0 ml emas. (8.61) 
» cay nl poj, (koa) Per zagli ka)] — -pj (ka) Teka Ss 3 a5 Koain C] 
" D 
nOCED Ly Qa) Ja oj ah? (ua)] poh” Cka) 还 PILAE 
(8.62) 


m sis jiha t] - (Ë ) «i to x adhi 1 


piha zc sali? Qoa] — a (È :J de D gd Ua Ga) 
(8.63) 
C- D" Qn Dj 
i ores kan (n + 1) (5:80 
om ki 
ish (ka) gps auta. 0a)] — m a; Utah?" Ckoa)] 
C D'(n-- Dp ha 
Bos nt 
m 
pa Cea)! h? 3a y Lied. (5,2) — (hay), C i 3a Uk, aht? (koa)] 
(8.65) 
至 此 , 我 们 可 以 求 得 球 外 一 点 的 散射 场 为 : N 
E'(p, w) = E, S YA, M? + Ba N2) (8.66) 
ES 
Hp. w) =—i [s E, 34 (BM Aan N?) (8.67) 
= 


其 中 


M = F -Lh (kyr) P! Ccos0) 位 jê 一 ho (kr) SP! Ccos0) PL (8. 68) 
d sing cosg dó sing 


Nip = Eod 
kor sin, 


+L los G0] DP os | 


cose 
k, Er Gd r) ML 


1 a» ng |^ 
T Eras dd. Lorhe” QD TE; cos |° "s Mu (8.69) 
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2. 金属 球 的 远 区 解 
当 球 的 导电 率 趋 于 无 穷 时 ， 即 在 理想 导体 的 情况 下 , 式 (8. 59) 可 写 为 
rxEl,..=0 (8.70) 
因为 金属 球 内 场 为 零 , 取 球 贝 塞 尔 函 数 和 球 汉 克 尔 函数 的 渐 近 形式 以 后 , 式 (8. 62) 一 
(8. 65) 的 系数 将 变 为 


„ 2n+1 j koa) 
Aa == CC 5 二 1 SUN) (8.71) 
2041 Fon dO. a5 ai. koa)] 
B.-(COU DEED a (8.72) 
"m ay Utah? Ckoa)] 
Caa = Daa = 0 (8.73) 


olm eu 


Mj r>a 时, 即 在 远 场 情 况 下 , M 和 N 之 中 的 球 汉 克 尔 函 数 可 以 用 其 渐 近 展开 式 的 第 
一 项 代替， 


a — ya ll 
I ncc Do Er uq 万 


其 中 , M 和 NN 之 中 的 9 和 9 分 量 是 同 量 级 的 , 通过 比较 ，N 之 中 的 径 向 分 量 是 较 高 级 量 ， 
BEEGRBCTANE UN 分 量 。 式 (8. 66) 变 为 


30 Uk rh? (kor)] (8. 74) 


xH P? (cos0) 
E' — E, Š = SN (As. ERD +iB,, p! Ceos0) )cosgå 
PiCcos) A 
- (As. SP (cosp) + iB, C^ 5572. ) sin e| (8.75) 
* 
SO = Xco[4 An EOD Lig, d Sp; Cosp ] (8. 76) 
ed pea 1 Pi (cos0) 
S.) = > D [an g DP (cos +iB,, ET ] (8.77) 
式 (8.75) 可 改写 为 
E'(p, o) = E, coses, (D — singS, (0) 9] (8. 78) 
若 定义 散射 函数 
FO, g)t = cosp, S, (08 — singS, (9 (8. 79) 
+ 为 在 p 点 散射 场 的 极 化 方向 。 则 在 任意 极 化 方向 7 的 散射 截面 定义 为 
CC (8.80) 
: 
A q-0, 即 9 极 化 状态 , 散射 截面 为 
a, p) = Eso cos'p (8.81) 
H 


当 习 9%， 即 9 极 化 状态 散射 截面 为 
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a0, p) = Eso sing (8.82) 


把 上 面 两 个 散射 截面 分 量 分 别称 为 王 和 五 平面 的 散射 截面 。 
利用 式 (8. 81) 和 式 (8. 82) 便 可 以 计算 金属 球面 外 的 远 区 电磁 散射 截面 。 计 算 结 果 如 图 
8.8 所 示 , 计算 中 ka=2.9 和 5. 3。 其 计算 程序 如 程序 7 所 示 。 


散射 截面 /dB 


20 40 60 80 100 120 140 160 180 ^0 20 4o 60 80 100 120 120 160 180 
MHA) 散射 角 人 2) 
[2] [2] 


图 8.8 人 金属 球 的 双 站 雷达 散射 截面 
Ca) ka™2. 9; (b) ka 一 5.3 


程序 7 


program main MIE 
$ debug 


! THIS PROGRAM CACULATES SCATTERING INTENSITY OF SPHERES 

! IN THE FAR FIELD BASED ON GIVEN SIZE PARAMETER AND THE REF- 
! RACTIVE OF SPHERES USING CLASSIC MIE THEORY AND PHASE 

! FACTOR 

! REFERENCE: 

! 1. ABSORPTION AND SCATTERING OF LIGHT BY SMALL PARTICLES 

! C. F. Bohren and D. R.. Huffman, Wiley, New York 

! 2. ELECTROMAGNETIC SCATTERING BY AN AGGREGATE OF SPHERES; 
! FAR FIELD, 

! Y. Xu, APPLIED OPTICS, vol. 36, NO. 36, 1997, p9494-9508 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A— H,O—Z) 
PARAMETER(N-— 2000) 

PARAMETER(NL-—20) 

PARAMETER (NPNG-—91) 

PARAMETER (PAI 一 3. 14159265358979D0) 
REAL * 8 X€0; NL) ,LENG,SI1, SIH, SIV, SIINOR 
INTEGER ANG 


"n 


! 
! 
! 


! 
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COMPLEX x 16 SI (0; N) ,S2(0: ND ,JI 

COMPLEX x 16 SA1(0:NL,0:N) ,SA2(0:NL,0:N) 
COMPLEX * 16 SIALL(O: ND ,S2ALL(O: N) 

COMPLEX * 16 M(0: NL), MXCO; NL) , REFCO: NL) 
COMPLEX * 16 ACO;NL),BCO; NL) 

REAL * 8 C0(6,0: NL), XL(0: NL), YL(O: NL) ,ZLCO; NL) 
REAL * 8 DANGI(0;N) 

REAL*8 THETA 

COMMON/NSTOP/NAN,DANG 


INDEX OF THE SPHERE I — REFCD 
SIZE PARAMETER OF THE SPHERE I -XD 
THE NUMBER OF ANGLES USED —NANG 


THE WAVE LENGTH OF THE INCIDENT FIELD  — leng 


according read input. dat toget information about :the position 
of these spheres x-, y-, z-coordinates of the sphere-center, 
the size parameter, the real and imaginary parts of the 
refractive index 

some tapital line is: 0,0,0,30,1. 33,1E-8 

NL--- 


is total number of spheres. 


LENG —0. 6283 
JI=CMPLX(0. 0,1. 0) 


write x , * "How many spheres do you want to calculate?" 
writeC * , * )" The actual number we calculate is —-nL1" 
nL1=1 


do 1 I=1,nL1 
xL(D=0. ! sphere's coordinate 
yL(D =0. 
zL(D=0. 
XD= 
REF(D—DCMPLX(1.3,1E—8)  !for dielectric sphere, work with line123/321 
M(D=REF(D 
MX(D=M(D x XD !mx—kla 

1 CONTINUE 
GOTO 22 

21 WRITEG6, «) 'FATAL ERROR IN THE INPUT FILE” 

22 CLOSEC2) 


.9 ! x—ka a— sphere radii 
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NANG=91 1180 degree 
DANG- 1. 570796327 /FLOAT(NANG-1) 
NAN=2* NANG-1 


ID ! 
$ CALCULATE SCATTERING FIELD EXPANSION COEFFICIENTS 
! OF EACH SPHERE. MIE COEFFICIENTS 
HD 

OPEN(UNIT=3,FILE='OUTPUT29. DAT' ,STATUS='UNKNOWN') 

DO 2 I=1,NL1 

CALL BMIE(x(D ,m(D ,NANG,S1,S2) 
DO 4 I1—1,NAN 


SAXO,ID —S1O0) 


SA2(1,11)=S2(11) 
4 CONTINUE 
2 CONTINUE 
DO 12=1,NAN 1 对 散射 角 theta 在 0" 一 180" 的 循环 


DANG1(I2) 一 DBLE(I2-1) 
THETA-DANGI(2) * PAI/180. 0DO 
XT=DCOS(THETA) 
ST=DSIN(THETA) 


! DO JC=1,nan 1 对 方位 角 azphi 在 0"~180* 的 循环 
! AZPHI-PAI « DBLE(JC-1)/180. 0Do 
AZPHI-0.0 ! 设 定 方位 角 为 0” 


SPHI=DSIN(AZPHD 

CPHI= DCOSCAZPHD 
SIALL(I2) —0.0 
S2ALL(12) =0. 0 


DO 6 13=1,NL1 1A 即 相位 移动 因子 
SB=C0(1,13) * CPHI--C0(2,13) * SPHI 
SB=SB* ST 
CB=C0(3,13) « XT 
CZ-K*(SB-CB) 1for theta 
SZ-K*(SB—CB)  !for pi-theta 


ACi3) —demplx(dcosCcz) , — dsin(cz)) ! for theta. 
BCi3) —demplx(dcos(sz) , — dsin(sz)) 
SIALL(I2) — SA1(13,12) + ACI3) --SIALL(I2) 
S2ALL(2) — SA2(13,12) * ACIS) -- S2ZALL(I2) 
6 CONTINUE 
ENDDO 
SI1NOR—0. 5 x (CDABS(S2ALL(1)) + CDABS(S2ALL(OD) 
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& c CDABS(SIALL(1)) * CDABSCSI ALL(1))) 
DO 3 J-1,NAN 
Aj-J 


SIH—CDABS(S2ALL(OD) + CDABSCS2ALLQ)) 
SIH—DLOGIO(SIH) 
SIV—CDABS(IALLGQD) * CDABSCSIALLQ)) ` 
SIV=DLOG10(SIV) 
S11=0. 5 + (SIH 十 SIV) 
$12—0.5 * (SIH—SIV) 
ANG-DANG * (AJ— 1.) * 57, 2958 
KON KO OXON OXON CONO NOR OGNI 
! sih, siv is scattering intensity parallel or perpendicularly 
1to the scattering plane 
XOUARONUN KONG OXOGAGROGOLOON KORR OON GGG CX 
WRITE(, * )ANG,SIH,SIV 
3 CONTINUE 
STOP 
END 


SUBROUTINE BMIE(X, M, NANG,S1,S2) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A— H.O— Z) 
PARAMETER(N 2000) 
PARAMETER (PAI=3. 14159265358979D0) 
REAL * 8 PSN(0:N),DPSN(0; N) 
COMPLEX * 16 KSN(0:N),DKSN(0:N) 
REAL * 8 SJ(0:N),DJ(0:N),SY(0:N),DY(0:N) 
REAL * 8 AMU(O; N), THETACO: N), PICO N) 
REAL * 8 TAUCO; ND ,PIO(O; N) ,PILCO; ND 
REAL * 8 X 
COMPLEX * 16 M 
COMPLEX * 16 S1(0: N),S2(0: N) ,JI,SAN,SBN 
COMPLEX * 16 AN,BN,MX,Z 
COMPLEX * 16 CPSNCO: N) , CDPSN(0; N) ,CKSN(O: N) , CDKSN(0: N) 
COMPLEX * 16 CSYCO: ND ,CSJCO: N) ,CDJCO: N) ,CDY(CO: N) 
COMMON/NSTOP/NAN,DANG 
XSTOP— X--4.0 x X * * 0. 333333+2. 0 
NSTOP= XSTOP 


NMAX-MAX(XSTOP, YMOD) +15 
DO 10 I=1,NANG 
THETA(D —(CFLOAT(D —1.) * DANG 
AMU(D —DCOSCTHETA(CD) 
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10 CONTINUE 

DO 20 I=1,NANG 
PI0O(D=0.0 
PH(D-1.0 

20 CONTINUE 
NN=2 + NANG-1 . 

DO 30 NN 
S1(D=DCMPLX(0. ,0.) 
S2(D=DCMPLX(0. ,0.) 

30 CONTINUE 
1========= 
! CALCULATE AN,BN 
I========= 
J=1 
200 MX-M*X 
Z-MX 
CALL SPHJ(J,X,NM,SJ,DJ) 
CALL SPHYQ,X,NM,SY,DY) 
PSN(J)=X *SJ(J) 
DPSN(J)=SJ(J)+X * DJQ) 
JI=CMPLX(0. 0,1. 0) 
KSN(J) =X * (SJJ) JI * SYQ)) 
DKSN(D - DPSNQ) -JI * CX * DYC(D +SYQ)) 
CALL CSPHJYGQ, MX,NM ,CS],CDJ,CSY ,CDY) 
CPSN(J) =Z * CSJO) 
CDPSN(J)=CSJ(J) +Z * CDJ(J) 
CSY(J)=CSY(J) «JI 
CKSN(J) =Z * (CSJJ)+CSY(J)) 
CDKSN(J) =CDPSN(J) +Z * CDY(J) +CSY0(J) * JI 


1123 AN=(M * CPSN(J) * DPSN(J)- ! for dielectric sphere 
1 & * CDPSNQ))/XM * CPSNQ) * DKSNGQ) - KSNQ) * CDPSN(J)) 
an—PSNCD/KSNQ) ! for conductor sphere 
san—an 


1321 BN=(CPSN(J) + DPSNQ) —M * PSN(J) ! for dielectric sphere 
! &  %CDPSN(J))/(CPSN(J) * DKSN(J) - M * KSNQ) * CDPSN(J)) 
bn=DPSN(J)/DKSN(J) ! for conductor sphere 


sbn=bn 


FN=(2. * RN+1.)/(RN * (RN+1.)) 
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DO 789 I=1,NANG 
l=2* NANG-I 
PI(D=PI1(D 
TAU(D=RN* AMU(D * PI(D-(RN+1.) * PIO(D 
! P=(—1.)* *(N—1) 
P=(—1.) + *Q—D 
S1(D=S1(1)+FN * CAN * PI(I)+BN * TAUCD) 
! TT=C1.)* *N 
TT-Cl.)* *J 
S2(D —S2(D - FN * CAN * TAUCD +BN * PICD) 
IF (L EQ. ID GOTO 789 
SIGD —SICD-- FN * CAN x PIC) + P+BN* TAUCD * TT) 
S2(ID —S2C(ID-- FN * CAN x TAUCD + TT+ BBN * PICI) * P) 
789 CONTINUE 
J=]+1 
RN=FLOAT(J) 
DO 999 I=1,NANG 
PICO) —((2, * RN—1.)/(RN—1.)) * AMUCD * PI(D 
PILCD — PILC) — RN * PIOCD/CORN— 1.) 
999  PIO(D —PICOD 
IFG —1— NSTOP)200,300,300 
300 CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE SPHJ(N, X, NM,SJ.DJ) 


! Purpose: Compute spherical Bessel functions jn(x) and 
! their derivatives ` 
Input ; x — Argument of jn(x) 

n — Order of jn(x) (n — 0,1,2,. 
! Output; SJCn) — jnGO 


! DIG) — jn'GO 

! NM — Highest order computed 

! — Routines called; 

! MSTAI and MSTA2 for computing the starting 
! point for backward recurrence 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A—H,0—Z) 
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DIMENSION SJC0: ND ,DJ(0:N) 
NM=N 
IF (DABS(X). EQ. 1. 0D-100) THEN 
DO 10 K—0,N 
SJ(K)=0.0D0 
10 DJ(K)=0.0D0 
SJ(0)=1. 0Do 
DJ(1) =. 3333333333333333D0 
RETURN 
ENDIF 
SIC) — DSINOO/X 
SJ(1)= CSC-DCOSQO) /X 
IF (N. GE. 2) THEN 
SA=SJ(0) 
SB=SJ(1) 
M=MSTA1(X,200) 
IF (M. LT. N) THEN 
NM=M 
ELSE 
M= MSTA2(X,N,15) 
ENDIF 
Fo=0.0D0 
F1=1.0D0-100 
DO 15 K=M,0,—1 
F—(2. 0D0 + K--3. 0D0) + F1/X—F0 1237 problem!! 
IF (K. LE. NM) SJ(K)=F 
Fo=F1 
15 FI-F 
IF (DABS(SA). GT. DABS(SB)) CS- SA/F 
IF (DABSCSA). LE. DABSCSB)) CS=SB/F0 
DO 20 K20,NM 
20 SJ(K)=CS* SJ(K) 
ENDIF 
DJ(0)= CDCOSCO — DSINOO /30/X 
DO 25 K-1,NM 
25 DJCO —- SJCK—1) — CK-- 1. 0DO) * SJCEO /X 
RETURN 
END 


SUBROUTINE SPHY(N,X, NM, SY,DY) 
[9 
c 


第 8 章 数学 物理 方程 的 可 视 化 计算 — 263 — 


Purpose; Compute spherical Bessel functions yn(x) and 


their derivatives 
Input ; x — Argument of yn(x) 

n — Order of ynGO (n = 0,1, 2, =) 
Output; SYCn) — ynGO 

DY(m) — yn' GO 
NM — Highest order computed 


o0o0no0o0o00 


c 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A 一 H,O 一 Z) 
DIMENSION SY(0:N),DY(0:N) 

NM=N 

IF (X. LT. 1. 0D—60) THEN 


SY(K)= —1.0D+300 
10 DY(K) —1. 0D-- 300 
RETURN š 
ENDIF 
SY(0)= — DCOS(X)/X 
SY(1)=(SY(0)—DSIN(X))/X 
Fo=SY(0) 
Fl=SY(1) 
DO 15 K=2,N 
F-(2.0D0 * K—1. 0DO) + F1/X— F0 
SY(K)=F 
IF (DABS(F). GE. 1. 0D--300) GO TO 20 
FO=F1 
15 Fl=F 
20 NM-K-1 
DY(0) = CDSINOO +DCOS(X)/X)/X 
DO 25 K=1,NM 
25 DY(K) 2 SYCK— 1) — CK-- 1. 0D0) + SY(K)/X 
RETURN 
END 


SUBROUTINE CSPHJY(N,Z, NM,CSJ.CDJ, CSY,CDY) 


C Purpose: Compute spherical Bessel functions jn(z) & yn(z) 
c 


and their derivatives for a complex argument 
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人 p S G O 6 6 S 656. G ë 


LI 


Li 


Input ; z — Complex argument 
n — Order of jn(z) & yn(z) (n = 0,1,2,...) 
Output; CSJ(n) — jn(z) 
CDJG) — jn'(2) 
CSYCn) — ynG) 
CDY(n) — yn'G) 
NM — Highest order computed 


Routines called; 
MSTA1 and MSTA2 for computing the starting 


point for backward recurrence 


IMPLICIT COMPLEX * 16 (C,Z) 
DOUBLE PRECISION A0 
DIMENSION CSJ(0:N) ,CDJ(0:N) ,CSYCO: N) ,CDY(O:N) 
A0 CDABS(Z) 
NM-N 
IF (A0. LT. 1. 0D— 60) THEN 
DO 10 K=0,N 
CSJ(K)=0.0D0 
CDJ(K)=0.0D0 
CSY(K)= —1. 0D-- 300 
CDY(K) 1. 0D4- 300 
CSJC0) — (1. 0D0,0. 0D0) 
CDJCGD = C. 333333333333333D0,0. 0D0) 
RETURN 
ENDIF 
CSJ(0) —CDSINC2/Z 
CSJ(1)=(CSJ(0) — CDCOSC2) /Z 
IF (N. GE. 2) THEN 
CSA=CSJ(0) 
CSB-CSIO) 
M-MSTAI1(A0,200) 
IF CM. LT. N) THEN 
NM=M 
ELSE 
M= MSTA2(A0,N,15) 
ENDIF 
CF0=0.0D0 
CF1=1.0D0—100 
DO 15 K=M,0,—1 
CF=(2.0D0 x K+3. 0D0) * CF1/Z— CF0 
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15 


20 


25 


30 


35 


IF (K. LE. NM) CSJ(K)=CF 
CF0—CF1 
CF1-CF 
IF (CDABSCCSA). GT. CDABS(CSB)) CS=CSA/CF 
IF (CDABS(CSA). LE. CDABS(CSB)) CS— CSB/CFO 
DO 20 K—0,NM 
CSJ(K)=CS * CSCK) 


ENDIF 
CDJ(0)= (CDCOS(Z) —CDSIN(Z)/Z)/Z 
DO 25 K=1,NM 


CDJ(K)=CSJ(K—1)—(K+1. 0D0) * CSJ(K)/Z 
CSY(0)= —CDCOS(2 /Z 
CSYOD —(CSY(0) — CDSIN(C2))/Z 
CDY(0) = (CDSIN(Z) 4- CDCOS(C2 /2 /Z 
CDY(1)= (2. 0D0 * CDY(0) — CDCOS(2))/Z 
DO 30 K=2,NM 
IF (CDABS(CSJ(K—1)). GT. CDABS(CS(K—2))) THEN 
CSY(K) = CCSJCK) * CSY(K—1) — 1. 000/(Z * 2) /CSKK— 1) 
ELSE 
CSY(K)=(CSJ(K) * CSY(K —2) — (2. 0D0 * K—1. 0D0)/Z + * 3) /CSJ(K—2) 
ENDIF 
CONTINUE 
DO 35 K=2,NM 
CDY(K)=CSY(K—1)—(K+1. 0D0) * CSY(K)/Z 
RETURN 
END 


INTEGER FUNCTION MSTA1(X,MP) 


Purpose; Determine the starting point for backward 


recurrence such that the magnitude of 
Jn(x) at that point is about 10(-MP) 
Input : x — Argument of JnGO 
MP — Value of magnitude 
Output; MSTAI — Starting point 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A— H,O—2) 
A0—DABSOO 
NO—INT(Q.1* A0 1 
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F0=ENVJ(N0, A0)— MP 
N1=N0+5 
FI—ENVJON1, A0) — MP 
DO 10 IT=1,20 
NN-—NI—(N1 — NO) /(1. 0D0— F0/F1) 
F—ENVJONN, A0) — MP 
IFCABSCNN— NI). LT. 1) GO TO 20 
N0=N1 
F0=F1 
N1=NN 
10 Fl=F 
20 MSTA1 
RETURN 
END 


NN 


INTEGER FUNCTION MSTA2(X,N, MP) 


c 
C Purpose; Determine the starting point for backward 

C recurrence such that all Jn(x) has MP 

C significant digits 

C Input ; x — Argument of JnGO 

C n— Order of JnGO 

C ` MP Significant digit 

C Output; MSTA2 — Starting point 

e 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A—H,O—2) 
A0— DABSCX) 
HMP=0. 5D0 * MP. 
EJN—ENVJCON, AO) 
IF CEJN. LE. HMP) THEN 
OBJ—- MP 
NO—INT(. 1 * A0) 
ELSE 
OBJ— HMP--EJN 
NO=N 
ENDIF 
F0-— ENVJCNO, A0)-OBJ 
N1=N0+5 
F1=ENVJ(N1, A0)-OBJ 
DO 10 IT=1,20 
NN=N1—(N1—N0)/(1.0D0—F0/F1) 
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F=ENVJ(NN,A0)—OBJ 
IF (ABS(NN—NI). LT. 1) GO TO 20 
NO0—NI 
Fo=F1 
NI=NN 
10 FI 一 了 
20 MSTA2=NN+10 
RETURN 
END 


REAL * 8 FUNCTION ENVJ(N,X) 
DOUBLE PRECISION X 
ENVJ 0. 5D0 * DLOG10(6. 28D0 + N) — N * DLOGIOCI. 36D0 * X/N) 
RETURN 
END 
END PROGRAM MAIN 


8.3 积分 变换 法 的 可 视 化 计算 


在 例 5. 6 中, 我 们 已 经 利用 传 里 叶 积 分 变换 法 求解 了 无 限 长 细 杆 的 热传导 的 定 解 问 


X, BJ 
u,—a'u, 一 0 
1 ET (8.83) 
u lamo = gG) 
求 得 问题 的 解 是 
ulz, D -f solga] de (8.84) 
如 果 这 里 取 初 始 温度 分 布 如 下 : 


1 Q0€z«1 
s= |, G <0,z21 
这 是 在 区 间 0 一 1 之 间 高 度 为 1 的 一 个 矩形 脉 
冲 , 于 是 得 


1 
ulz, t) =j. RA 


我 们 可 以 方便 地 利用 式 (8. 80) Bi HARM 
度 随时 间 与 空间 的 变化 的 “瀑布 图 "， 如 图 8.9 
所 示 。 计算 程序 如 程序 8 所 示 。 

从 图 中 可 以 看 到 ,在 开始 时 ， 温度 分 布 是 
原点 附近 的 一 个 脉冲 状 的 分 布 , 随 着 时 间 的 增 
加 ,热量 向 两 边 传播 ， 形成 一 个 平 组 的 波 包 ， 
不 难 想象 ,如 果 时 间 足 够 长 , 最终 杆 上 的 温度 Eao ARRENE 


"n 
e V de (8.86) 
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会 全 部 为 零 。 
程序 8 
! 无 限 长 细 杆 的 热传导 的 定 解 问题 
program main 
implicit none 
real(8) , parameter: : 
real(8) „parameter: ; 


real(8) ;; n,m 


real(8):: u 
real(8) :; x,t,tao 
u=0. 


open(1,file==" 热 传导 equ. da”) 
do x=-10. ,10. ,0.5 
do t=0. 01,1, ,0.1 
! 下 面 作 积分 
do tao 一 0.0,1. ,0.01 
m=1/⁄(2 * a» sqrt(pi * t)) 
n——(x—tao) * 4 2/(4 wa» w 2 t) 
u=u+m * exp(n) * 0. 01 
end do 
! 积分 完毕 , 输出 
write(1, *) xt,u 
u-0. 
end do 
end do 
close(1) 


end program main 


8.4 格林 函数 的 可 视 化 计算 


通过 第 6 章 的 学 习 我 们 已 经 知道 , 格林 函数 可 以 视 为 点 源 产 生 的 场 ， 下 面 我 们 进一步 
讨论 球 域内 外 的 格林 函数 的 可 视 化 计算 问题 。 

例 8.5 在 半径 为 a 的 导体 球 内 (或 者 在 导体 球 外 ), 距 球 心 r, 处 放置 电量 为 4xeoq 的 
点 电荷 , 求 它 形成 的 静电 场 分 布 。 

解 : 定 解 问题 是 ; 
MAN (858m 

GG — a) —0 

这 里 以 六 表示 点 电荷 的 位 置 ， 以 r 表示 所 计算 的 电场 点 。 当 电荷 在 球 外 时 ， 要 求 >a, 
六 >a， 当 点 电荷 在 球 内 时 ,要求 r<a, r, <a, 

这 个 问题 的 解 可 以 利用 第 6 章 中 的 电 像 法 求 得 , 无 论 是 对 球 内 还 是 球 外 ， 所 得 解 的 形 


式 都 相同 。 其 解 为 
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utr, 0) = 4 z aan (8. 88) 


[ri — 2r,r cosg 十 严 JE) —2(E)r ow 7 


To 
其 中 , 第 一 项 是 原来 的 点 电荷 在 空间 产生 的 电场 , 第 二 项 可 以 看 成 是 一 个 想象 的 点 电荷 产 
生 的 场 , 这 个 假想 的 点 电荷 的 电量 为 一 4reog(a/m)， 位 置 在 球 心 与 原 电荷 的 连 线 上 , ER 
心 的 距离 为 a*/r,。 这 个 虚拟 的 电荷 通常 称 为 电 像 。 它 就 是 我 们 要 求 的 球 域外 (内 ) 的 格林 
函数 。 
CD 首先 画 出 点 电荷 在 球 外 的 情况 ， 即 要 求 r>a, r>a. Wr HEM, YORRI 
ro 的 夹 角 ， 利 用 下 面 的 计算 程序 9 可 以 画 出 这 个 解 的 图 像 ， 如 图 8. 10 所 示 。 


图 8.10 球 域外 点 电荷 的 电势 分 布 (格林 函数 ) 
程序 9 
! 点 电荷 在 导体 球 外 的 格林 函数 
program main 
implicit none 
real(8) , parameter; ; a=1. ,r0 一 2. ,q=1. la 为 半径 ，r0 为 点 电荷 
real(8):: ul,u2 


real(8):: x,y,u 


real(8) : ，rvrr 1r 场 点 
real(8);; cta ! r 5 r0 的 夹 角 
open(1, file=”green. dat") 

dox=— 3. ,0.01 


if(x==0. 0) cycle 
do y=0. 01,4. ,0. 01 
cta=atan(y/x) 
r=sqrt(x* x 2 十 yx *2) 
rr 一 a/r0 
ul=q/sqrt(r0 + * 2—2 * rO * r* cos(cta) - r* * 2) 
u2—q* rr/sqrt((a * rr) * » 272a» rr * r * cos(cta) Er * 2) 
if(r>1. ) then 
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u=ul—u2 
end if 
write(1, * ) x,y,u 
end do 
end do 
close(1) 
end program main 
用 与 上 面相 同 的 方法 , 可 以 画 出 球 域内 解 ( 式 (8. 88)) 的 图 像 ， 这 时 要 求 -<a, r, <a, 
因此 ,所 用 程序 的 某 些 语句 要 作 改 变 , 读者 可 以 对 比 下 面 的 程序 10 与 上 一 个 程序 9 的 差 
别 。 球 域内 点 电荷 的 电势 分 布 如 图 8.11 所 示 ， 所 用 程序 是 程序 10。 


图 8.11 球 域内 点 电荷 的 电势 分 布 (格林 函数 ) 
程序 10 
! 点 电荷 在 导体 球 内 的 格林 函数 
program main 
implicit none 
real(8) , parameter; : a=2. ,r0 一 1. ,q—1. la 为 半径 ，r0 为 点 电荷 
real(8) ;; ul ,u2 
real(8) ;; xyyvu 
real(8) :: rrr 1r 场 点 
real(8):: cta 1r 55 r0 的 夹 角 


. +2. ,0.01 


r—sqrt(x* *2+y* *2) 
rr—a/10 
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ul=q/sqrt(rO* »2—2* 10r cos(cta) - r* * 2) 
u2—q* rr/sqrt((ax rr) * *2—2*aw*rr*r* cos(cta) -r* *2) 
if(r<2.) then 
u-ul—u2 
end if 
write(1l, * ) x.y,u 
end do 
end do 
close(1) 
end program main 
总 之 ,充分 利用 数值 计算 技术 ,通过 数学 物理 方程 计算 实例 的 可 视 化 分 析 ， 是 突破 数 
学 物理 方法 课程 难点 学 习 的 有 效 途径 ,这 不 仅 能 够 很 好 地 加 深 我 们 对 所 学 知识 的 理解 和 提 
高 学 习 兴 趣 , 而 且 能 够 提高 解决 实际 问题 的 能 力 , 使 我 们 更 快 地 掌握 与 前 沿 科学 密切 相关 


的 知识 和 技能 。 
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